CAPITULO
Coordenadas

Generalizadas

Em um sistema de referéncia cartesiano espacial, a posicao de uma par-
ticula é definida pelo seu vetor de posicao “r’, cujas componentes sao as suas
coordenadas cartesianas (x, y, z), entao, se quisermos especificar a posicao de
um sistema com “n” particulas, iremos necessitar de “n” vetores de posicao,
consequentemente 3n coordenadas cartesianas, porém, devido ao fato de um
sistema sempre conter vinculos ou restricoes geométricas, € quase sempre
possivel se conhecer a posicao do sistema a partir de um ntmero de variaveis

inferior a 3n.

Por exemplo, se uma particula, por algum motivo, move-se apenas So-
bre uma superficie conhecida (superficie de uma esfera, ou a superficie de um
plano xy), bastarao apenas 2 coordenadas para definir completamente a sua
posicao no espacgo. Caso a particula se desloque ao longo de uma linha, a sua
posicao pode ser determinada por uma Unica variavel.

Estas coordenadas, que vém simplificar o posicionamento, sao conheci-
das como “coordenadas generalizadas” e a sua escolha nao ¢é tnica, cabendo
recair na melhor situacao que possa simplificar o equacionamento matemati-
co do sistema.

Focando-se os posicionamentos geométricos das diversas barras de um
mecanismo no sistema de coordenadas cartesiano, a obtencao das expressoes
matematicas inerentes a cinematica ou a dinamica, de forma geral pode se
tornar bastante complexa, tornando-se, em muitos casos, impossivel uma
analise direta e, tendo-se que recorrer aos métodos numéricos para uma so-
lugao mais elaborada do problema. No que diz respeito ao equacionamento de
seus deslocamentos, velocidades e aceleragoes, a medida em que aumentamos
o namero de barras na sua constitui¢ao, o posicionamento cartesiano vai se
tornando cada vez mais complexo. No intuito de contornar este problema, va-
mos estender o conceito de coordenadas generalizadas no posicionamento
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das diversas barras de um mecanismo, simplificando e permitindo uma analise
cinematica bastante concisa de forma geral.

. Coordenadas Generalizadas aplicadas a Corpos Rigidos

A configuracdo de um sistema mecanico em que todos 0s corpos envol-
vidos tenham movimento plano ou espacial, com um namero finito de corpos
rigidos, pode ser expressa por um numero finito de variaveis reais chamadas
coordenadas generalizadas. Cada corpo rigido, no plano, podera ser denotado
por trés coordenadas generalizadas ou por seis coordenadas no espago, per-
cebendo-se que, no plano, este tem trés graus de liberdade, sendo possiveis
dois deslocamentos e uma rotacao. No espago seriam seis, constituidos por
trés deslocamentos e trés rotacoes. Assim, é facil a obtencao das variaveis do
sistema quando todos os corpos estiverem livres. Para as situa¢oes em que isto
nao ocorre, o sistema pode ser simplificado (reduzido) apés a determinagao
das equacoes de restri¢ao, como visto a frente. Este sistema geral de coorde-
nadas generalizadas sera indicado por:

(x1, 9, T3, ..., Tn) (2.9)

Como exemplo, o sistema mostrado na figura 2.1 pode ser descrito com

a utilizacao do angulo 6 que a barra AB forma com a horizontal e das coorde-
nadas x e y de um ponto qualquer na barra. Nesta situacao, as coordenadas ge-
neralizadas seriam (x, y, 6). Também poderiamos descrevé-lo utilizando as
coordenadas cartesianas de dois pontos distintos da barra e o sistema de co-
ordenadas generalizadas seria entao dado por (xi, yi, X2, ¥2), que denota um

Figura 2.1 Descricao do sistema
(barra AB) em coordenadas
generalizadas.

maior grau de complexidade em relacao ao primeiro por ter uma coordenada
a mais e também por nao fornecer uma ideia imediata da posicao angular da
barra como no primeiro caso.

Observe

Devem ser evitadas, no sistema de coordenadas generalizadas
inicial, varidaveis que sejam constantes. Isto so deve acontecer como
consequencia de restricoes futuras.

Restricoes ou Vinculos

Pontos materiais de um sistema mecanico ou de particulas podem esta-
belecer vinculos entre si, atraveés de fixagoes ou ligacoes moveis entre dois ou
mais corpos, que impoem limitagoes aos seus deslocamentos. Estes vinculos
também sao chamados restrigoes. Observe, porém, que se houver uma ligagao
entre dois corpos pertencentes ao sistema, do tipo soldagem, ou seja, sem que
haja a partir dai possibilidade de movimento relativo entre eles, isto nao sera
uma restricao, e sim uma transformacao de dois corpos em um Gnico no refe-
rido sistema que passa a ter um corpo a menos. Neste caso serao geradas
equacgoes de restricao; subentendemos que ai houve uma “restrigao virtual”.
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a b

Figura 2.2 Em (a), sistema sem restri¢cao em relacao a reta t e em (b), com restri¢ao
imposta pela haste [.

Se a restricao puder ser equacionada com a utilizagao de coordenadas
generalizadas e, eventualmente, também do tempo, quando uma ou mais vari-
aveis que compoem o sistema forem temporais, de tal forma que se possa ter
como verdadeira a equacao (2.2) a seguir:

flxy, 29, 23,...,2,) =0 2.2)

Ela sera dita holondmica, caso contrario sera chamada nao-holonomica,
como € o caso dos mecanismos com base em Orgaos de tracao ou compressao
como especificado na classificagao de Reuleaux.

Saiba mais

Sistemas com orgaos nao rigidos onde ndo se pode prever expan-
soes ou contragoes devidas a dilatagdo térmica no tempo sdao sempre
ndao-holonomicos.

Graus de Liberdade de um Sistema Mecanico

Determinado convenientemente um sistema de coordenadas generali-
zadas para um sistema mecanico de corpos rigidos em que as restricdes, se
houver, sejam todas do tipo holonémicas, define-se o nimero de graus de li-
berdade do sistema através da seguinte relacao:

f=n—r (2.3)
onde:

f—namero de graus de liberdade do sistema;

n - namero de coordenadas generalizadas usadas para descrever
0 sistema;

r - nimero de equagdes de restrigao existentes no sistema de

coordenadas generalizadas adotado.

Desta forma, o namero de graus de liberdade é uma caracteristica in-
trinseca do sistema e independe do sistema particular de coordenadas utiliza-
do para sua descricao. Apenas ressalte-se que o ntmero de equacoes de
restri¢ao sera diferente de um sistema para o outro, desde que os mesmos te-
nham ntmero de coordenadas diferentes. Em particular, é possivel se achar
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Figura 2.3 Sistema no plano com
dois graus de liberdade e duas
equacoes de restricao.

um conjunto de coordenadas independentes, tal que o nimero de equagoes de
restricao, neste sistema, seja nulo.

Neste ponto se faz interessante ao leitor perceber a singeleza, simplici-
dade e também exatidao do tratamento matematico que vai permitir a obten-
¢ao do namero de graus de liberdade para qualquer tipo de sistema de corpos
rigidos, a despeito da ideia intuitiva para tal fim que se coloca nos compéndios
de mecénica geral. Também, apesar de estarmos dando enfoque a sistemas de
corpos rigidos no plano, é facil perceber que tal tratamento pode ser estendi-
do aos sistemas espaciais sem nenhuma dificuldade.

Como exemplo elucidativo, vamos considerar uma haste, figura 2.3, no
plano bidimensional (x, y) com uma extremidade fixa em (x,, y,) € com capaci-
dade de rotacionar em torno deste. Na outra extremidade desta haste, coloca-
se uma segunda, através de um pivo rotativo que permite giro entre as duas.

A configuracao do sistema sera, entao, dada por quatro coordenadas Xy,
Vr;, Xpy € Yp, €, Para este caso, o numero de equagoes de restricao é dois:

('IPO N xP1)2 + (yPo I yPl)2 N f% (2.4)
(zp, —zp,)* + (yp, — yp,)> = 03 '

Note que, aqui, Xp,, yr,, S20 constantes que podem ser utilizadas livre-
mente nas equagoes de restri¢ao, logo, o numero de graus de liberdade do sis-
tema sera:

f=n—r=4-2=2 (2.5)

Poderiamos também utilizar como coordenadas generalizadas os angu-
los 6, € 6, que as barras fazem com a horizontal. Neste caso, ficariamos sem ne-
nhuma equacao de restri¢ao envolvendo estas coordenadas.

Saiba mais

Se o sistema de coordenadas generalizadas escolhido for linear-
mente independente, o nitmero de equagoes de restri¢do serd sempre
nulo.

2.2.Exemplo Pratico

Vejamos agora um exemplo mais classico que ira consistir na formagao
do mecanismo biela manivela, que iremos estudar em detalhes no Capitulo 4.
Sejam, portanto, trés corpos rigidos, livres no plano, como mostrado na figura
2.4a, e descritos pelo sistema de coordenadas generalizadas da equagao 2-6 a
partir da geometria de posicionamento montada na figura 2.4b.

(x17$21x37y1ay27y3aaa§075) (26)



Figura 2.5 Sistema apos a
aplicagao das restrigoes.
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Figura 2.4 Sistema com trés corpos rigidos no plano.

Vamos agora criar quatro restricoes para este sistema, figura 2.5, con-
sistindo de um pivotamento nas coordenadas (3,5) do plano para o ponto P,
vinculo A, um pivotamento entre o corpo 1 e o corpo 2, vinculo B, um pivota-
mento entre o corpo 2 e o corpo 3, vinculo C, e vamos excluir o deslocamento
angular e deslocamento na diregao “y” para o corpo 3, ficando este sempre na
coordenada y = 3, vinculo D.

Desta forma, o vinculo A, permitindo que o corpo 1 apenas rotacione na
coordenada (3,5), cria as duas restri¢cdes da equagao (2.7).
r1 =3 (1)
n=>5 (2
O vinculo B, ligando o corpo 1 ao corpo 2 por uma rotagao relativa, cria
as duas restrigoes da equacao (2.8).

2.7)

lycosa+ lycosp —x3+ 11 =0 (3)
(2.8)
lysena — Uy sen =0 (4)
O vinculo C, ligando o corpo 2 ao corpo 3 por uma rotacao relativa, cria
as duas restri¢oes da equacao (2.9).
To = T3 (5)
Y2 =Ys (6)
O vinculo D, limitando o corpo 3 apenas a deslocamentos na horizontal
na coordenada 5, cria também duas restrigoes, mostradas na equacao (2.10).
0=0 (7)
p=5 () (210)
Contando, entao, o nimero de equagoes de restri¢cao (em numero de 8)
e o numero de coordenadas no sistema original (9), podemos utilizar a equa-
¢ao (2.3), obtendo:

(2.9)

f=n—r=9-8=1 (2.11)
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Exercicios

1. Determine um sistema de coordenadas generaliza-
das, linearmente independente, que descreva o siste-
ma fisico esbocado na figura 2.6 abaixo.

B

Figura 2.6 Sistema com dois corpos rigidos no espaco.

2. Dado o sistema fisico, mostrado na figura 2.7, en-
contre um sistema de coordenadas generalizadas
para o mesmo e, apds a montagem do par esférico
(juncao dos pontos B e C), determine o nimero de
equacgoes de restricao e o namero de graus de liber-
dade para o sistema final.

X

Figura 2.7 Montagem de duas barras com movimento
estérico.

3. Para cada um dos sistemas mostrados nas figuras
2.8 € 2.9, determine sistemas de coordenadas genera-
lizadas com as consequentes equagoes de restricao
decorrentes.

Figura 2.8 Barras em contato por rolamento.

4. Para cada um dos sistemas mostrados nas figuras
2.8 € 2.9, determine sistemas de coordenadas genera-
lizadas com as consequentes equagoes de restricao

decorrentes.
I

3 \
Figura 2.9 Barras em contato por deslizamento.

5. As quatro barras da Figura 2.10a estao inicialmente
livres no plano, ligando-se, em seguida, as barras 2, 3
e 4, através de seus pivos, a barra 1, como mostrado
na figura 2.10b. Escolha um sistema de coordenadas
generalizadas para estas barras na concepgao (a) e,
em funcao deste sistema, determine o ntimero de
graus de liberdade ap6s a montagem, como mostrado
na concepgao (b).

A

Figura 2.10 Sistema original em “a” e montagem final em
LLbﬁ.

6. Dado o sistema fisico, mostrado na figura 2.7, en-
contre um sistema de coordenadas generalizadas
para o mesmo e, apos a montagem do par esférico
(juncao dos pontos B e C), determine o niumero de

Figura 2.11 Sistema original em “a” e montagem final em

ubn

7. Para cada um dos sistemas mostrados nas figuras
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2.8 € 2.9, determine sistemas de coordenadas genera-
lizadas com as consequentes equacoes de restricao
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ﬁgura 2.12 Sistema original em “a” e montagem final em

LLbﬂ
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