CAPITULO .
Analise de

Cadeias Impostas

Este capitulo tem como objetivo fornecer ferramentas para que, através
da analise de cadeias impostas com qualquer nimero de barras, se possam ob-
ter as expressoes matematicas exatas para a analise dos deslocamentos, velo-
cidades e aceleracoes com base na geometria fornecida.

Diferentemente da forma tradicional, onde se utilizam os métodos veto-
riais requerendo uma analise detalhada de cada barra da cadeia e tornando di-
ficil e complexa a sua aplicagao, a abordagem aqui utilizada vai se ater aos
principios de Lagrange, no que diz respeito a cinematica de corpos rigidos,
neste contexto, os conceitos de coordenadas generalizadas e graus de liberda-
de serao aqui considerados de suma importancia, muito embora nao seja exi-
gido do aluno um conhecimento profundo, vez que estes serao desenvolvidos
desde o inicio e passo a passo levando em consideragao todos os critérios ne-
cessarios, tanto do ponto de vista geométrico como também matematico.

O aluno havera de notar que este método se assenta firmemente em
conceitos matriciais de forma a se ter uma analise facilitada por uma abstra-
cao de detalhes das barras e buscando uma abordagem conceitual, tendo
como base a cadeia global e nao as suas barras individuais. Portanto, para um
perfeito entendimento o aluno necessita de um conhecimento muito bem em-
basado de algebra linear e a respeito disto, alguns topicos desta matéria sao
relembrados no apéndice B.

Para que tenhamos uma ideia inicial do método, vamos primeiramente
aplica-lo, de forma pratica a uma cadeia imposta de quatro barras por ser esta
a cadeia mais simples possivel. E para facilitar mais ainda a nossa analise, va-
mos escolher o mecanismo biela manivela cujas equacoes de deslocamento,
velocidades e aceleracoes sao de facil obtengao, posteriormente far-se-a apli-
cacao deste desenvolvimento para cadeias compostas impostas contendo um
numero qualquer de barras.
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6.1. Mecanismo Biela Manivela

Analise de Posicao

Vejamos o mecanismo biela manivela, esquematizado na figura 6.1a, que
aqui vamos considerar um comprimento “a” para a manivela, e um compri-
mento “b” para a biela, estes dois constantes o tempo todo, e “x” sera a distan-
cia do pistao ao centro de giro da manivela, temos ainda duas outras variaveis,
0 e ¢, sendo 0 a variavel de entrada considerada aqui conhecida (ndo é uma

constante) e para o problema, vamos considerar conhecidos também 0, veloci-

[7}) (1)

dade da barra “a’, e 6, aceleracao da barra “a” e com isto fica caracterizada toda
_— a cinematica da barra “a”. De acordo com a composicao de vetores mostrada
W na figura 6.1b, podemos entao escrever a seguinte equacao vetorial:
) i+b-i=0 (6.1)
Decompondo, nas dire¢oes x e y, esta composicao de vetores, vamos ob-
ter um sistema de equacoes, nao lineares nas incognitas ¢ e x, como mostrado
abaixo.

acosf+bcosp —x =0 62)
asenf — bsen =0

A resolucao deste sistema, nas variaveis ¢ e x, vai fornecer, de imediato,
(h) a solucao para o deslocamento angular ¢ pela equagao (6.3) a seguir.

a
Figura 6.1 Mecanismo Biela @ = arcsen (E sen 6)) (6.3)
Manivela em Sa) e composicao

vetorial em (b). E para o deslocamento linear x, isolando-se os quadrados de cos ¢ e

sen ¢ em cada linha e somando-se, vamos obter o valor dado na equagao (6.4)
abaixo.

x=acosl + Vb2 — a?sen26 (6.4)

O sinal negativo do radical pode ser eliminado notando que para 6 = /2
teriamos x negativo, sendo isto impossivel para a geometria apresentada, fica-
mos entao com:

x =acosf + Vb>— a?sen?d (6.5)

Como o valor final do deslocamento x.

Analise de Velocidades

Apos a aplicagao das equacoes (6.3) e (6.5) podemos considerar conheci-
dos os deslocamentos e consequentemente os valores de ¢ e x. Cabe também
lembrar que as variaveis a, b, e 6 sao fornecidas de antemao como dados de
projeto. Derivando-se o sistema de equagdes (6.2) na variavel principal 6, e
considerando, na diferenciagao, que ¢ e x, dependem de 6, obtém-se:

—asen9—b%‘§sengp—%:0 6.6)
. .
acost — bgg cosp =0

Porém, como visto no capitulo anterior, podemos substituir as derivadas
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de ¢ e de x, em 6, pelos respectivos coeficientes de velocidade e ficamos com:
—asenf — bk, senp — k, =0
SN 6.7)

acos O — bk, cos =0

que ¢é linear nas incognitas k, e k., € podemos coloca-lo em um arranjo
matricial, equagao (6.8), de forma a se ter uma melhor compreensao:

bsenyp 1| [ky| _ J—asend
[bcoscp 0] {kz}_{ acos@} (6.8)
Designando por:
j— {b sen 11 (6.9)
~ bcosp 0
a matriz principal do sistema, sua inversa sera:
jio__ L [0 -1 (6.10)
~ bcosp |—bcosy bsen
Efetuando o produto da mesma em ambos os lados da equacao (6.8), ob-
tém-se:
kol a 0 -1 —sen 0/
{kx} " beosyp [—bcosgo bsengo] { COSG} (617

E finalmente:

k a cosf
pl ] beosy 6.12
{e) {—a—se‘zﬁf:”} ¢

E, como visto no capitulo cinco, podemos determinar a velocidade an-
gular da barra “b", através do produto de k, pela velocidade angular da barra
principal.

a :cost

e b cosyp

(6.13)

E a velocidade linear do pistao, pelo produto de k, pela velocidade angu-
lar da barra principal.
_genlp +0) (6.14)
cosp

Aceleracoes

Aqui também, consideraremos conhecidos, além dos parametros ja
mencionados anteriormente, a aceleracao angular da barra “a”. Aplicando-se a
equacao 5-10, teremos:

S = 0K + 6°L (6.15)

K = { Zv} (6.16)

dk Ok Ok, ok
-E- (R e
e do

Oky | Ok Oky
o0 + atpk‘r’_'— szm

onde:
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Calculando-se as derivadas parciais na matriz b, obtém-se:

_asenf , asenpcost
L= bccgss(ap _jg_) b cos? 4,00 k‘P + Okm (618)
~ —a cogsoap - a’c?)(;szgak#’ + ka

Cuja substitui¢ao e equacionamento dos k's fornece:
_ ] ke(tel +kotgw) (6.19)
~ k,t(tgOtgp — cosp — ky)
E finalmente o valor da aceleragao sera dado por:

& Jel )k 12 —ky(tgl — kytg p) 6.20
§_{j}_9{kz}+0 {k$cotg(<p+9)—k2 " (6:20)

¥ cos

Substituicao Numeérica

Considerando-se uma velocidade angular constante e unitaria para a
barra “a”, portanto 6 = 0, e uma relacao entre “b” e “a” da ordem 2, foi possivel
se levantar, numericamente, os graficos de deslocamentos, velocidades e ace-
leracdes, figuras 6.2 e 6.3, para a barra “b” e para o pistao, em fungao do deslo-

“w_n

camento angular 0, da barra “a”

“won

Nos graficos a seguir, tem-se o deslocamento angular da barra “a”, em
radianos, no eixo das abscissas e, na figura 6.2 tem-se o deslocamento veloci-
dade e aceleragao para a barra “b” no eixo das ordenadas em radianos, radia-
nos por sequndo e radianos por seqgundo ao quadrado, respectivamente.

0.6

0.2

0.0

—0.24

~0.41

—0.64

Figura 6.2 Graficos de deslocamento, velocidade e aceleracao para a variavel o.

E na figura 6.3, abaixo, se tem o deslocamento velocidade e aceleragao
para o pistao (x, x e X) no eixo das ordenadas em milimetros*, milimetros por
segundo e milimetros por seqgundo ao quadrado, respectivamente.

* Considerando que as dimensodes
“ ” Wl

das barras “a” e foram
informadas em milimetros.
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Figura 6.3 Graficos de deslocamento, velocidade e aceleragao para a variavel x.

Estes graficos, figuras 6.2 e 6.3, foram obtidos em Python com a utiliza-
¢ao das bibliotecas “Matplotlib” e “PyLab” como iremos ver, mais a frente no
item 6.6, ainda neste capitulo.

Caso geral

Vamos desenvolver agora um método para a obtengao dos deslocamen-
tos, velocidades e aceleracoes que, apesar de simples, pode ser aplicado a
qualquer cadeia cinematica imposta, mecanismo, independente do niimero de
barras. Portanto, generalizando, iremos supor um mecanismo com n + 2 bar-
ras, sendo ¢ claro, uma delas fixa e uma contendo a entrada do movimento,
esta denominada barra motora, as demais serao as barras secundarias, para as
quais iremos determinar os deslocamentos, velocidades e aceleracoes em fun-
cao do deslocamento, velocidade e aceleracao da barra de entrada.

Passemos entdo a este desenvolvimento.

Montagem do Sistema

Vamos supor um mecanismo qualquer, tendo movimento imposto, e
com n +1coordenadas generalizadas descrevendo-o através do sistema de co-
ordenadas generalizadas apresentado na equacgao (6.21).

(q,51, 82,83, ,5n) (6.21)

Onde as coordenadas s;, i =1,...,n dependem diretamente da coordenada
principal q e, dado que a cadeia é imposta, isto permitira a formacao de n
equacgoes de restricao, obtendo-se o sistema de equagdes, nao-lineares, mos-
trado na equagao (6.22).

fl(Q7 S1,82,83,° " 78n)

0
f2(q751752753a"' 7STL) 0

(6.22)

fn(qa 81,852,583, 7sn) =0
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Saiba Mais

A coordenada generalizada para a qual se conhecem os compo-
nentes de deslocamento, velocidade e aceleracdo é chamada princi-
pal, as demais sdo secunddrias.

Analise de Deslocamento

As posicoes de deslocamentos angulares e/ou lineares, aqui representa-
das pelos s;, serao conhecidas resolvendo-se o sistema de equagoes (6.22). Pelo
fato de este sistema quase sempre envolver funcoes transcendentais, nem
sempre ¢ possivel uma solucao analitica, neste caso a solu¢ao sempre podera
ser obtida por processos numeéricos.

Também nao precisa haver uma exigéncia de que cada variavel secunda-
ria fique em fungao apenas da variavel principal, esta pode conter outras vari-
aveis secundarias em sua expressdo, desde que estas variaveis estejam ja
definidas em fun¢ao da principal.

Analise de Velocidades

Diferenciando-se a equacao (6.22), Em relacao a coordenada principal 6
e aplicando a regra da cadeia para fun¢oes de multiplas variaveis, teremos:

L _L_i__idsl +_.Ld52+id_sa_|_ _|_id5

Js1 dg Jsa dg ds3 dq Jsp dq
Qé 9]‘(12 + 8f2 d81 + _f_dsz + af2d_8:i + . + 3f2 dsn
dq Js1 dq 0sa dq ds3 dq Osn dq (623)

dfn _ _L Ofudsy | Ofadsy | Ofudsy | ... Ofads
dq + ds1 da + 0s2 dq + 0s3 da + +Bsn7an

Relembrando a defini¢ao de coeficiente de velocidade (k; = ds;/d0), estu-
dada no capitulo anterior, e colocando em forma matricial, vamos ter:

i on of ... 9h7Y () 0

AN R

o \ | s s T om | ) 2 _ 0 (6.24)
o of O .. 0| |k, 0

da Osp  Osa Osn,

ou ainda, de forma simplificada:

{ ]{} {af} (6.25)

Neste estagio, se faz importante a utilizacao da notacao matricial para
as matrizes coluna {K} e {0f/0q} e para o Jacobino [0f/0s], fazendo:

I AR et (620

Poderemos entao determinar a matriz dos coeficientes de velocidade b,

a partir da inversa do jacobiano:
K=-J"'F (6.27)

Agora, notando que ¢, D e d sao conhecidos, pois se trata da coordenada
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principal, podemos obter a matriz das velocidades por:

S =¢K (6.28)
Sendo que: - -
51

§ =< (6.29)
Sn

Aceleracoes

Como ja sabemos a aceleragao pode ser obtida em fungao dos coeficien-
tes de velocidade e aceleragao a partir de:

§; = qki + @*(; (6.30)
Que na forma matricial se transforma em:
S=§K+¢’L (6.31)
E aqui a forma matricial de B sera:
4 oy gy 4 Pk 4o+ SHE,
L={:\_ : (6.32)
~ e 8—;;+g—§gkl+%§kz+-~+%gkn

Que pode ainda ser desenvolvida em:

ok Ok Ok .. O (1
9q Os1 0Osa2 Osn 1
oky oky Oy . Ok | g
I RS T R (6.33)
da ds1 Osa Osn, n
ou, de forma simplificada:
L =K, + JK (6.34)
onde:
Oky
o]
ok
Ky=¢ % (6.35)
Oka
da
e:
Ok1 Ok Oky
ds1 Ds2 dsn
Oky Oky .. Ok
Jo= [0 0= O (6.36)
Oky Ok Ok
ds1 s Js

6.3. Exemplos de Aplicacao

Inversao do Mecanismo Biela Manivela

Neste exemplo, vamos determinar os deslocamentos, velocidades e ace-
leragoes para o pistao (deslocamento linear) e a barra a ele associada (desloca-
mento angular) de uma outra inversao do mecanismo Biela Manivela mostrado
na figura (6.4).
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Determinacao dos Deslocamentos
Seja entdo a composicao de vetores mostrada na figura (6.4b, com a qual
podemos escrever a seguinte equagao vetorial:
a+7—7=0 (6.37)
Decompondo a equagao vetorial, segundo os eixos x e y, iremos obter o
sistema de equacoes nao lineares nas incognitas ¢ e x.

a+rcosf —zxcosp =0 (6.39)
rsenf —xrsenp =0
O qual nos fornece, ap0s a eliminacao de x nas duas equacoes, a seguin-
te solucgao para ¢: 4N v sen 0 |
ay a+rcosf (6.39)

E o valor de x pode ser obtido pela soma dos quadrados das linhas do
sistema (6.38):

=12 + a2 + 2arcosf (6.40)

Determinacao das Velocidades

Figura 6.4 Uma outra inversdo do Apos a aplicacao das equacgdes (6.39) e (6.40), podemos considerar co-
mecanismo biela manivela e sua

composicao vetorial. nhecidos os parametros ¢ e X, e como dados de projeto também temos conhe-
cidos r, a e 6. Derivando-se o sistema de equacgoes (6.38), obtém-se:

J— rseny — Ccosp (6.41)
~ |—mcosp —sengp
Para o Jacobiano e:
Fep —sen 6
~ cos @ (6.42)
A inversa do Jacobiano sera:
J1 = 1 {—sencp cos ﬂ (6.43)
~ T | xcose xsenp
Agora, compondo as equacoes (6.42) e (6.43) segundo a equacgao (6.27),
obtém-se:
ko 7 |—seny cosp| [—send (6.44)
ke[ x|xcosp msenyp cosf ’
Cujo produto e simplificacao trigonomeétrica permite escrever:
ko\ _r [ cos(p—0) (6.45)
ke x | xsen(p —0)
E de forma especifica:
-
ko = — cos(p —0) (6.46)
k, =rsen(p —0) (6.47)

Determinacao das Aceleracoes

Aqui também, consideraremos conhecida, além dos parametros ja men-

(7 1]

cionados anteriormente, a aceleracao angular da barra “r” Aplicando-se as
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equacoes (6.35) e (6.36), obtém-se:

_ [ Gsen(p—0) | _ [ Gk 6.48
Ifq_{—rcos(cp—ﬁ)}_{—ka (6.48)
e:
o [Frsen(e—60) —GHeoslo—O)] _ [~1ke —k,]  (6.49)
57| reos(p —6) 0 |k, 0
Agora, aplicando (6.34), teremos:

{&P = (1 2k,) (6.50)
Uy = xk,(ky, — 1)

com os quais, obteremos a equacao final da aceleracao na seguinte for-

1 BT SR e} o

Substituicao Numeérica

Na aplicagao das equagoes, foi considerada uma velocidade angular
constante para a barra r e uma relacao entre a e r da ordem 3, com isto se foi
possivel levantar, numericamente, os graficos de deslocamentos, velocidades
e aceleragoes, figuras 6.5 e 6.6, para as variaveis ¢ e x, em fungao do desloca-
mento angular 6.

0.6

0.4 (0] (P

-0.4

-0.6

Figura 6.5 Graficos de deslocamento, velocidade e aceleracao para a variavel ¢, na
inversao do mecanismo Biela Manivela.

44

—14

Figura 6.6 Graficos de deslocamento, velocidade e aceleracao para a variavel x, na
inversao do mecanismo Biela Manivela.
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d

(b)

Figura 6.7 Quadrilatero articulado,
com um angulo ¢ extra, e sua
composicao vetorial.

Quadrildtero Articulado

Para o caso do quadrilatero articulado, todas as barras tém movimento
angular, nao havendo qualquer complicacao na determinacgao das velocidades
e aceleragoes, porém para os deslocamentos teremos que utilizar de um arti-
ficio especial com a colocagao de uma quarta coordenada o, figura 6.7, que nao
entrara na definicao do sistema de coordenadas generalizadas.

Determinacao dos Deslocamentos
Seja entao a composigao de vetores mostrada na figura 6.7b, com a qual
podemos escrever a seguinte equagao vetorial:
i+b+é—d=0 (6.52)
E separando as partes real e imaginaria para os vetores da equagao (6.52,
o que significa decompor as projecoes algébricas das barras nas direcoes x e y,
obteremos o sistema de equagoes nao lineares nas incognitas a e f.
{acos@+bcosg0—ccosﬁ—d=0 (6.53)
asenf + bsenp — csen 3 =0

Ap0s isolarmos o cos o na primeira linha e o sen a na segunda, podemos
efetuar a soma dos quadrados dos dois, obtendo:

b =+ a® + d* — 2accos B cos ) — 2acsen Bsen f + 2cd cos B — 2ad cos ) (6.54)

Agora adicionando c? em ambos os lados da equacao (6.54) e reagrupan-
do, teremos:

B +c?—a®—d?+2ad cos @ = 2¢° —2ac cos B cos 8 —2ac sen 3 sen O+ 2¢d cos B (6.55)

Verificando que o angulo ¢, devidamente colocado na figura 6.5 para fa-
cilitar a simplificacao das equacoes resultantes, pode ser equacionado como a
seguir:

2bccosp = b? + ¢ — a® — d* + 2ad cos (6.56)

E que o lado direito desta equacao se assemelha também ao lado es-
querdo da equacao (6.55), podemos escrever:

becosp = c+ (d — acosf)cos B — asenfsen (6.57)

A equacao (6.57) tem facil solucao se substituirmos o cos 8 e o sen  pela
identidade trigonométrica, como mostrado na equagao (6.58).

_1¢28 B
1-tg%s 2ty (6.58)

Chegaremos a equacao quadratica em (6.59),
(—c+d—acosf+bcos w)tgzg +2asen 6 tg g —c—d+acos@+bcosp =0 (6.59)

Cuja solucao em tg B /2 é imediata:

. B —asenf + \/a2+d2 — b2 — ¢ — 2accos O + 2bccos o + b2 sen? ¢ (6.60)
g2 a —c+d—acosf + bcos
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Que vai fornecer para f, apos reagrupamento e eliminacao de termos
semelhantes no radical, o valor:

asen® F bsen ¢ (6.61)
=2 .
p arctg <c—d+acos€—bcos<p>

Em que o sinal negativo no numerador deve prevalecer se estivermos
utilizando a constru¢ao normal como mostrada na figura 6.5. O sinal positivo
“.o"

se aplicaria a construgao cruzada onde as barras “b” e “c” se apresentariam es-
pelhadas segundo o segmento BD.

Da mesma forma se isolarmos o cos B na primeira linha e o sen  na se-
gunda, efetuando a soma dos quadrados dos dois e desenvolvendo as expres-
soes como fizemos acima, vamos obter ao final:

(6.62)

o = 2arctg ( —asenf + csen >

b+d—acosf —ccosgp

Com as mesmas consideracoes para o uso do sinal positivo ou negativo
no numerador ou seja, sinal positivo para o caso da figura 6.5.
Determinacao das Velocidades

Voltando a equagao (6.53) e verificando as derivadas parciais, iremos ob-
ter o Jacobiano do sistema:

R

__|=bsena  csenf3 (6.63)
" | becosa —ccosf

E o consequentemente a sua inversa:
-1 1 [ccosﬂ csenﬁ] (6.64)

besen (o — ) |beosa bsena

E para a matriz coluna b:

F= { _asen‘)} (6.65)

~ acosf

Aplicando entao (6.27), chegamos a:
_asen(B—0) _ asen(a—0)

“ bsen(a—p) ¢ # 7 csen (= p) (6.66)

Determinacao das Aceleracoes

Mais uma vez devemos considerar conhecida a aceleracao angular da
barra de entrada. Aplicando-se as equacgoes (6.35) e (6.36), iremos obter:

a cos(B—0)
—% - —kq cotg(B — 0)
_ b sen (a—pf3) _ g
ISQ - {_g cos,(a—0) } - {_kﬂ Cotg(a _ 0)} (667)

c sen (a—f3)

€
T { —kq cotg(a — ) ko cotg(f — 0) + kq cotg(a — )
<57 kg cotg(a — 0) — ks cotg(a — B) —kg cotg(av — )

Agora, aplicando (6.34), teremos:

Uy = ko(kpg — 1) cotg(B — 0) + ka(ks — ko) cotg(a — B)
g = kg(ko — 1) cotg(a — 0) + kg(ks — ka) cotg(a — 3)

} (6.68)

(6.69)
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6.4.

Quando entao, obteremos a equagao final da aceleragao na seguinte for-
o <[k o [0

o _ 0 « + 92 { OL}
{ﬁ } { ks } ls

Substituicao Numeérica
Dada a importancia do quadrilatero articulado vamos aqui analisar as
curvas de deslocamento, velocidade e aceleracao nas variaveis a. e B como fi-

(6.70)

zemos nos dois exemplos anteriores.

1.04
0.7 1

0.5

Figura 6.8 Deslocamento, velocidade e aceleracao angular da barra b, em fun¢ao do
deslocamento 6.

0.0

-0.5

Figura 6.9 Deslocamento, velocidade e aceleragao angular da barra c, em funcao do
deslocamento 6.

Na obtencao dos graficos acima, foi considerando uma velocidade angu-
lar constante para a barra a e os valores de 1, 5,6, 4 e 3 para as barras a, b,ce d
respectivamente.

Mecanismos com mais de Quatro Barras

O nosso maior problema aqui vai recair na inversao, de forma analitica,
de uma matriz quadrada de ordem n x n, onde n, sempre par, serd maior ou
igual a 4. Felizmente, no caso de cadeias impostas, a matriz jacobiana do siste-
ma sempre sera esparsa permitindo que desenvolvamos um método de solu-
¢ao baseado na inversao de algumas matrizes de ordem 2 X 2, como veremos
a seguir.

Antes de passarmos a situacao geral, vejamos o caso de uma cadeia im-
posta com oito barras. Neste caso a quantidade de equagdes de restricao sera
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seis, consequentemente com seis coordenadas generalizadas secundarias s,
desconhecidas e uma principal g conhecida, desta forma a matriz jacobiana do
sistema devera ter a forma apresentada na equacgao (6.71).

ayp aro 0 0 0 0
ag1 A2 0 0 0 0
0 azp ay azg 0 0 (6 71)
0 ag ag3 agy O 0
0 0 0 ass ass ass
0 0 0 aps aes aes

Caso a matriz jacobiana encontrada nao se encontre na forma apresen-
tada em (6.71), isto pode ser obtido a partir de operacdes elementares - aqui
apenas permutacdes serao necessarias - nas linhas e /ou colunas desta, porém
estas operagoes, € claro, devem ser feitas considerando a equagao matricial
completa apresentada em (6.72), pois elas vao refletir nas linhas da matriz b ou
da matriz b, dependendo de serem permutagoes em linhas ou colunas de b.

Partindo da obtenc¢ao da matriz b pela equacgao (6.27), esta pode ser co-
locada em sua forma inicial 5-b = -b, e subdividindo-se as matrizes em blocos,
a nova equacao matricial tem a forma apresentada na equacao (6.72).

ayp a2 0 0 0 0 bl 6]
as; ax| 0 0|0 O bo Cy
0 ag|azs azg| O 0 bs _ C3 (6 '72)
0 ap|ay au| 0 0 by Cq
0 0 0 as4 | Ass  A56 T{j Cs
0 0 0 ags| ags aes be Ce

Desta subdivisdo, a primeira linha de blocos, vai permitir que se extraia

a equacao (6.73).
{an 012} {bl} _ {Cl} (6.73)
a21 22 by Co

De onde podemos obter, de imediato, os valores de b, e b, pela inversao
de uma matriz quadrada simples. E agora, com b, conhecido, podemos montar

o segundo bloco.
- 2
a3 Qas| | ba Cq 42

E outra vez, como da forma anterior, vamos poder obter os valores de b,
e b, pela inversao de uma matriz quadrada simples. Novamente agora com b,
conhecido, podemos montar o terceiro e ultimo bloco.

p S e et o7

E, finalmente a equagao (6.75) vai permitir que obtenhamos os dois alti-

mos valores, bs e bs, por uma inversao de matriz 2 x 2, finalizando o problema.
Agora, no caso de mecanismos de seis barras a matriz b5 vai ter a forma

apresentada na equacao (6.76), ainda que para isto tenhamos que efetuar ope-
ragoes elementares na mesma.

I=19 (6.76)

g2 (33 (34
0 ag ag3 ay
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Figura 6.10 Esquema da Plaina
Limadora e cinematica do torpedo.

Neste caso entao, apés a subdivisao em blocos, a aplicacao das equagoes
(6.73) e (6.74) serao suficientes para solucionar o problema.

Cabe aqui, especificamente para mecanismos de seis barras, ressaltar-
mos o fato de que um sub-bloco nulo de matriz 2 x 2 dentro da matriz b5 s6 vai
ser possivel no caso em que o mecanismo seja uma cadeia do tipo Watt, para
cadeias Stephenson teremos que inverter uma matriz 4 x 4, nem sempre possi-
vel analiticamente, consequentemente com a obtencao de resultados apenas
por métodos numéricos.

Passemos agora ao caso geral, mecanismo com n+2 barras, em que va-
mos ter n equacgoes de restricao e, como consequéncia, um matriz jacobina de
ordem n x n. Como esta matriz deriva-se de uma cadeia cinematica imposta,
¢ possivel se demonstrar que ela pode ser posta na forma de uma matriz em
que:

a. a; = 0 para j > i, com exceg¢ao do termo sucessivo a a; com i impar;

b. a; = 0 para j < i-2, nas linhas impares e a; = 0 para j < i-3, nas linhas

pares.

Neste caso para a resolucao, apds determinado o primeiro bloco, pelo
uso da equacao (6.73), os blocos sucessivos, i = 3 até n - 1, de dois em dois, sem-
pre impares, serao determinados por:

Qi @i(i+1) } {bbi }:{ Ci }_bi—l{ @i(i-1) } (6.77)
A(i+1)i  A(i+1)(i+1) i+1 Cit+1 A(i+1)(i-1)

Onde o valor b, sempre sera conhecido a partir do bloco anterior, € os
valores b; e b.,; poderao agora serem obtidos pela inversao de uma simples ma-
triz 2 x 2.

Mecanismo de Plaina Limadora

Neste exemplo, figura 6.10, vai nos interessar apenas a determinagao do
deslocamento, velocidade e aceleragao para o torpedo, x, X e X respectivamen-
te, considerando a barra r como sendo a barra motora e portanto conhecidos
também 0, 0 e 6, Na pratica se considera a plaina em regime o que significa di-
zer que a aceleragao motora sera nula, ou seja para este problema vamos con-
siderar que 6 = 0.

Determinacao dos Deslocamentos

Decompondo as diversas projecoes das barras segundo os eixos X € y
iremos obter o sistema de equacdes nao lineares nas incognitas y, ¢, € x.

ycosyp +rcosh —d =0
ysenp — rsenf =0 (6.78)
acosg+bsenf — (c+d)=0
asenp —bcos S+ x =0

Analisando as duas primeiras linhas do sistema, podemos determinar,
com facilidade os deslocamentos ¢ e y, como vistos na equagoes (6.79).
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p = arctg (22255)

(6.79)

y =12+ d®—2rdcosf
Onde foi desconsiderado o sinal negativo para a segunda expressao,
considerando-se que y € um escalar, nao podendo pois assumir valores nega-
tivos. Conhecidas agora as variaveis ¢ e v, fica facil a determinacao de g e x a
partir das duas tltimas linhas da equacao (6.78).

— c+d—a cos
[ = arcsen (4“31) ) (6.80)

z=0bcosf — asenp

Determinacao das Velocidades

Para este caso, o jacobiano do sistema, equagao (6.78), nas variaveis se-
cundarias y, ¢, B e x, sera uma matriz 4 x 4 que pode ser vista na equacao (6.81)
logo abaixo.

cosp —ysenyp 0 0
j_ | seny  ycosy 0 0 (6.81)
~ 0 —aseny becosf 0
0 acosyp bsenf 1
E a matriz b sera:
—rsenf
p o ) —rcos 0
~ U 0 (6.82)
0

Agora, montando o sistema, como descrito pela equacgao (6.72), chegare-
mos a equacao matricial mostrada na equacao (6.83) ja com a subdivisao em
blocos definida.

cos —ysenp 0 0 ky —rsen

seny  ycosy 0 0 ko, \ )] —rcosb
0 —aseny|bcosfB 0 ke 0 (6.83)
0 acosy | bsenf 1 ky 0

Externando os blocos compostos pelas matrizes 2 x 2, vamos ter primei-
ramente, como indicado pela equacao (6.73), o sistema matricial abaixo.

cosp —ysen k rsen 6
M P (6.84)
sen ycos| | ke rcos 6
Este vai fornecer, ap0s a inversao da matriz principal, os valores de k, e
k,, como mostrado a seguir.

k, rsen(y + 0)
= 6.85
lep - o
A partir da obtencao de k, e k,, a equagao (6.74) tomara a forma:
bcosB 0| [ks 0 —asen
= — 6.86
L)senﬁ J {kx} {0} k“’{ acosgp} (6.86)

E, teremos finalmente os valores de k; € ky, equacao (6.87), pela inversao
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de uma simples matriz 2 x 2.

k ar sen g cos(0+¢)
By b
{ k } o ﬁycos(ﬁg(zj)ﬁcos(e—i—go) (6.87)
’ N Yy ycos f3

A partir destes valores podemos determinar todas as velocidades, mas
para o problema em apreco s6 nos vai interessar a velocidade do torpedo que

neste caso sera obtido por x = 0k

Determinacao da Aceleracao

Aqui vamos simplificar consideravelmente o problema, lembrando que a
aceleracao 6 é nula e também que s6 nos interessa a obtencao da aceleragao
do torpedo, entdo a expressao b = 6b + ¢°P, fica reduzida a b = ¢°D. O interesse
apenas na aceleragao do torpedo, nos leva a considerar somente a Gltima linha
da matriz b, e Gltima linha da matriz by, entao, para a matriz b, a tltima linha
consiste na derivada parcial ok /06 e vai ter a forma:

Oky _ arsen(2p +0 — f) + sen(f + ) (6.88)
o0 2 1y cos B
E para a altima linha da matriz by teremos quatro derivadas parciais,

mostradas na sequéncia abaixo.
Ok, arsen(Qap +6—p)

Op 1y cos 3
Ok, arcos(2¢p + 0 — B) + cos(0 + B)
dy 2 y? cos (6.89)
Ok, sen(2p +6) —send
B " 2y cos? 3
Oky
Ar
E agora, podemos equacionar o coeficiente da aceleracao para o torpe-
do por:
Ok, Ok ok ok Ok
O = =2 4 Z % e f Ty e (6.90)
a0 " op T oy T 9" T oy
E, finalmente, a aceleracao do torpedo sera dada por:
i = 6%, (6.91)

Substituicao Numeérica

[139%)

Considerando-se uma velocidade angular constante para a barra “r” e
com os valoresr=1,a=6,b =18, c=2,5ed=2,8 para as diversas barras, foi
possivel se levantar, numericamente, os graficos de deslocamento, velocidade
e aceleracao para o torpedo, estes mostrados na figuras 6.11 a seguir.
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Figura 6.12 Uma outra Inversao da
Plaina Limadora para o calculo da
cinematica do torpedo.
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Figura 6.11 Graficos de deslocamento, velocidade e aceleracao para o torpedo no
mecanismo da Plaina Limadora.

Abordagem Simplificada

Em algumas situacoes, como no caso da plaina limadora visto acima, o
interesse na analise cinematica recai em apenas uma das barras do mecanismo
e nao em todas as barras como foi desenvolvido até agora. Neste caso, se pu-
dermos equacionar ¢ claro, teremos apenas uma Uinica equagao de restricao e
consequentemente vamos poder obter as expressoes de deslocamento, velo-
cidade e aceleracao em funcao apenas da variavel principal, bem como as ma-
trizes serao todas unitarias, ou seja iremos nos deparar somente com
escalares, facilitando em muito a resolucao do problema.

Vejamos o exemplo de uma outra inversao de seis barras que também ¢é
uma plaina limadora, figura 6.12. O torpedo tem comprimento { e o seu deslo-
camento, velocidade e aceleracao serao dados por x, x e X respectivamente,
aqui também vamos considerar a barra r como sendo a barra motora e portan-
to serao conhecidos também 0, 6 e 6. Aqui nao vamos considerar a plaina em
regime, ou seja 0 # 0.

Determinacao dos Deslocamentos

Olhando ligeiramente a figura 6.12, podemos perceber que a parte infe-
rior é analoga a cadeia que ¢ uma inversao do biela manivela, apresentada na
figura 6.4, como consequéncia desta analogia vamos ter, para este caso:

rsend
tgp =g (6.92)
Porém a geometria da figura deixa claro que:
foE —tgp (6.93)
Ou seja:
E—:z:: rsend (6.94)
a b+ rcost

Com isto, equacao (6.94), podemos montar uma nica equagao de restri-
¢ao, na forma:

(0 —x)(b+1rcosf) —arsenf =0 (6.95)
E, a partir desta equagao obtemos o valor do deslocamento para o tor-
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6.6.

edo.
P arsenf

r=0— ———
b+ rcosf

(6.96)

Note, com isto, que o sistema de coordenadas generalizadas para este
problema passa a ser apenas (6, x) e nao (6, ¢, y, z, x), como se poderia supor, e
que iria deixar a resolucao do problema bem mais complicada.

Determinacao da Velocidade

A matriz b, agora um escalar, vai ser obtida pela derivada parcial, em x,
da primeira parte da equagao em (6.95).

Jj= F% [(0 —x)(b+rcosf) —arsend] = —(b+ rcosb) (6.97)

E a matriz b também um escalar, vai ser obtida pela derivada parcial, em
0, na primeira parte da equagao em (6.95).

f= % [(¢ — x)(b+7cosh) — arsen] = —r[(f — x)senf + acosf] (6.98)
Agora, por se tratar de valores escalares, a expressao (6.27) se torna:
kI:_]-qf:_i:_T(f—x)senﬁ—kacosﬁ (6.99)
] b+ rcosf

Substituindo, na equagao (6.99), o valor de x encontrado na equagao
(6.96), vamos ficar com:

r+bcost (6100)

ky=—ar———
ar (b+ 1 cosh)?

E agora o valor para a velocidade do torpedo vem facilmente pela ex-
pressao x = 6.k .
Determinacao da Aceleracao

Aqui a matriz D também seria unitaria, entao passemos logo ao calculo
de {_que vai ser dado por:

Ok, Ok, 2r% — b(b — rcosf)
a= —— ky = — 0 0-k; .
00 + Ox arsen (b+rcosh)? + (6.101)
Com isto teremos o valor da aceleragao que vai ser dado por:

i = Ok, + 0%, (6.102)
Equacao esta que esta completa, vez que as equacodes (6.100) e (6.101) a
complementam deixando tudo em fungao da variavel 6.

Implementacao em Python

Uma vez que as expressoes apresentadas sao equagoes algébricas ele-
mentares, ¢ claro que podemos desenvolver uma implementagao computaci-
onal, seja através de programacao direta ou com a utilizagao de ferramentas
matematicas existentes, neste Gltimo caso vamos precisar de aplicativos que
manipulem matematica simbolica pelo fato de sempre buscarmos expressoes
literais que nos informam muito mais sobre a cinematica do mecanismo, seja
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pela possibilidade do tragado de graficos, que nos dao uma ampla percepcao
na analise do problema, ou pela analise de valores pontuais. A esse respeito,
dispomos de intmeras ferramentas disponiveis, sejam gratuitas ou pagas, po-
demos citar, por exemplo, o Mathcad®, o Mathematica® ou o Maple® como
ferramentas pagas de excelente desempenho e que suprem perfeitamente a
nossa demanda.

A programacao direta vai requerer um esfor¢o maior de nossa parte,
mas com a vantagem de nao dispendermos nenhum pagamento. As linguagens
utilizadas sao as mais diversas, tais como o C++, o FORTRAN, o Julia e o Python
dentre outras. Aqui especificamente vamos utilizar o Python pelo fato de esta
linguagem apresentar varios pacotes prontos, sento um deles, o Sympy, de
suma importancia para as nossas aplicacoes, esta biblioteca traz diversas fun-
¢oes de manipulagao algébrica simbolica, em especial as que tratam de matri-
zes e diferenciacoes literais, como um exemplo rapido, ndés temos,
internamente no Sympy, a fungao jacobian([ ]) que simplifica consideravel-
mente 0s nossos calculos com expressoes literais.

Os codigos que se seguem podem ser rodados em qualquer interpreta-
dor python, mas especificamente eles se adaptam melhor ao IPython, através
da plataforma Jupyter e jupyter lab que podem ser acessadas on-line, jupyte-
r.org, € também a pagina “live.sympy.org” que permite o uso direto de codigo
python especificamente cientifico.

Para instalar o python e configurar o ambiente de trabalho, siga os pas-
sos recomendados na pagina “Instalacao do Python‘ Perceba que o jupyter
on-line nao precisa de instalagao.

Nos codigos que se seguem, a primeira linha importa as classes da bibli-
oteca sympy e a segunda invoca o uso de latex para mostrar as expressoes de
uma forma matematica mais exata.

from sympy import *
init_printing(use_latex="'mathjax"')

Estas duas primeiras linhas nao precisam ser colocadas no site “li-
ve.sympy.org’, pois este ja as invocam internamente.

Eventualmente, caso se queira utilizar a plotagem de graficos - ndo fun-
ciona no site “live.sympy.org” - a linha abaixo dever ser acrescentada.

from sympy.plotting import plot, plot_parametric

Codigo para Mecanismos de Quatro e Seis Barras

Os codigos a seguir, apesar de serem direcionados para o mecanismo
Biela Manivela ou para o Quadrilatero Articulado, podem ser adaptados para
qualquer outra cadeia, com quatro barras, inclusive as inversdes correspon-
dentes, necessitando para isto apenas uma permutacao nas variaveis e uma
adequacao na matriz que constitui o sistema de equacoes de restricao.
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1 | # Script para solugao de mecanismos de 4 ou 6 barras
2 | from sympy import =*

3

4 | def Mec Solve(*arg):

5 EgRest = arg[5:9] if len(arg) > 6 else arg[3:5]

6 VarSec = arg[1:5] if len(arg) > 6 else arg[1:3]

7 Ks = arg[9] if len(arg) > 6 else arg[5]

8 Eqg = Matrix(EgRest)

9 J = Eq.jacobian(VarSec); F = Eq.jacobian([arg[0]])
10 K = simplify( =(J **-1)%F )

11 L=simplify(K.jacobian([arg[0]])+(K.jacobian(VarSec)*Ks))
12 pprint('Velocidades'); display(K#vq)
14 pprint('Aceleracdes'); display(K*aq + L*vq*%2)

15

16 | '''====== Variaveis especificas da cadeia ========'""
= : - 17 | '''========= que esta sendo resolvida ===z======'""
Figura 6.13 Mecanismo Biela 18 la, .., .. = symbols('a .. ..") # Def. das constantes
Manivela mostrando-se as 19 | q,vq,aq=symbols(' .. \dot{..} \ddot{..}') # Var. principal
Sggzsggessnnbohcaseas 20 | .., .. = symbols(C'.. ..") # Vars. secundarias

: 21 | k..,k.. = symbols('k {..} k {..}') # Coefs. de velocidade

22

23 | f1 = <eq. restricao 1> # Escreva aqui todas as linhas

24 | f2 = <eq. restricao 2> # das equagdes de restricao

25 | fn = <eq. restrigao n>

26

27 | Mec_Solve(q, .., ..,f1,f2, .. ,Matrix([k.. ,k.. 1))

28 | ''" Os primeiros argumentos da funcao "Mec_Solve" se-

29 rao as coordenadas generalizadas seguidos das linhas

30 das equagoOes de restricao e por fim uma matriz mon-

31 tada com os coeficientes de velocidade definidos no

32 Gltimo symbols. Y

RN A -———————————— S . Y

Mecanismo Biela Manivela

Para uma melhor compreensao da colocacao dos diversos simbolos, o
codigo abaixo se refere a figura 6.13.

1 | from sympy import *
2 | init_printing(use_latex = 'mathjax"')
3
4 {a,b,x,q,j = symbols('a b x theta varphi')
5 1 vj,vx,vg=symbols('\dot{\\varphi} \dot{x} \dot{\\theta}')
6 | kj,kx,aq = symbols('k_{\\varphi} k_x \ddot{\\theta}')
7
8 | Ks = Matrix([kj,kx])
9
10 | Eq = Matrix([ [a*cos(q) + bxcos(j) - x],
[a*sin(q) - b#sin(j)] 1)
11
12 | J = Eq.jacobian([j,x]1)
13 | F = Eq.jacobian([q])
14 | K = simplify( -(J%%-1)%F )
15
16 | L = simplify(K.jacobian([ql) + ( K.jacobian([j,x]) )*Ks)
17
18 | Sv = K¥vq
19 | Sa = Kxaq + Lxvq**2
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Dado que as linhas 1 e 2 ja foram explanadas acima, vamos comecar pelas
linhas 4, 5 e 6, aqui temos a declaragao de simbolos. Para o Sympy, toda varia-
vel que nao vai receber algum valor em Python, seja este valor numérico, do
tipo caractere ou string, deve ser declarada como simbolo, é entao o caso das
constantes a e b e das variaveis 0, ¢ e x, e das demais variaveis nas linhas 5 e 6.
A funcao symbols( ) define como a variavel deve ser impressa quando for refe-
renciada, apesar de no texto do codigo nao podermos utilizar caracteres gre-
gos, na impressao isto € possivel pelo fato de o Sympy utilizar sempre uma
impressao grafica mesmo na tela do computador, portanto quando for solici-

w, "

tada a impressao do simbolo “q’, o Sympy ira imprimir a letra grega 6 e assim,
0 mesmo para a letra “j” que tera impressa a letra grega ¢. Nas linhas 5 e 6, a
funcao symbols se utiliza de codigos LATEX para expressar variaveis com um
ponto ou dois pontos em cima, como € o caso da representagao das derivadas
primeira e segunda, no tempo, que expressam velocidade e aceleragao, res-

pectivamente.

Na linha 10, temos a atribuigao do sistema de equagdes de restri¢ao a va-
riavel “EqQ” em forma de matriz, perceba que esta nao foi definida como symbol
e, portanto pode receber valores, entre parénteses temos a sintaxe de cons-
trucao de matriz para a fungao Matrix( ).

O Sympy dispoe de uma gama muito extensa de fun¢des matematicas e,
em particular da algebra linear, nas linhas 12 e 13 temos a fungao jacobian() que
retorna, na forma de uma matriz, o Jacobiano de um sistema de equagoes -
este introduzido na forma matriz - nas variaveis que sao passadas como argu-
mento, estas sao passadas em forma de lista.

Alinha 14 retorna, na variavel “K”, o produto da inversa da matriz “J” pela
matriz “F” e a funcao simplify( ) simplifica este produto no sentido de se ter
uma expressao final o mais enxuta possivel.

Apos estes entendimentos, a linha 16 deixa claro que a variavel “L” esta
recebendo o Jacobiano da matriz “K”, na variavel 6, somado ao produto do Ja-
cobiano da matriz “K” nas variaveis ¢ e x, pela propria matriz “K”

Finalmente as linhas 18 e 19 atribuem velocidade e aceleragao, matrizes,
as variaveis “Sv” e “Sa”, para que sejam impressas posteriormente.

O disposto acima vem apenas mostrar a facilidade de implementagao
dos algoritimos na linguagem python para a solucao de problemas em meca-
nismos de barras, porém este trabalho nao é proposto ao aluno uma vez que
todos estes codigos ja foram desenvolvidos, de forma generalizada e disponi-
bilizado para uso na plataforma GitHub.

No site https: //github.com /Mecanismos-UFPE, o aluno pode ter acesso
a diversos codigos voltados especificamente a disciplina Mecanismos e, espe-
cialmente para mecanismos articulados tem-se a pasta “Python-MecBarras”,
entrando nesta pasta o aluno pode consultar os diversos moédulos disponiveis,
obtendo um tutorial sumarizado sobre a utilizagao de cada um, em particular
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para o assunto deste capitulo o médulo “LinkageMechanism” deve ser consul-
tado e efetuado o download do c6digo para uso no sentido de conferéncia dos

diversos exercicios deste livro.

Méodulo Descritivo

11188

T | o e e,
ii ii = dispostas em uma tabela sir;'lplificadal'. ’

(cédigo em Julia).

Permutacao

Permite se obter os coeficientes de velocidade e
aceleracao para cadeias impostas e ndo impostas,

bem como os valores de F, J, Ke L.

LinkageMechanism.py

LinkageMechanism

A utilizacado deste codigo permite obter o
deslocamento, velocidade e aceleragao para

CouplerPoint.py o] ponto acoplador.

CouplerPoint

Figura 6.14 Utilizacao do codigo fonte, disponivel no GitHub, para o mecanismos de
baras.
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6.7. Exercicios

1. Encontre as equagoes de deslocamento, velocida-
de e aceleracao para o pistao no mecanismo Biela
Manivela, figura 6.1, utilizando apenas (8, x) para o
sistema de coordenadas generalizadas.

W

2. Sabendo que a entrada se da pela barra “r”, encon-
tre as equacoes de deslocamento, velocidade e ace-
leragao para a barra “b” utilizando apenas (6, ¢) para
o sistema de coordenadas generalizadas.

Figura 6.17-2 Inversao do Biela Manivela, com duas
coordenadas generalizadas.

3. Desenvolva o cédigo, em Python, que irad fornecer
o deslocamento, velocidade e aceleracao para a bar-
ra “b” do problema 2 e também imprima os seus
graficos.

4. Para o mecanismo da figura 6.17-2 determine os
deslocamentos, velocidades e aceleracoes conside-
rando agora que a entrada se faga pela barra “b”

5. No mecanismo de impulsdo da agulha em maqui-
nas que costuram encerados. Determine as equa-
¢oes de deslocamento, velocidade e aceleracao para
a ponta P, da agulha, sabendo-se que a entrada se faz

[}

pela barra “r”

f$—x

Figura 6.18-5 Inversao da agulha, para o mecanismo Biela
Manivela

6. No problema anterior, veja se é possivel, equacio-
nar o deslocamento “x” em fungao apenas do angulo
0, Se for o caso, encontre a velocidade “x”

7. Para a plaina limadora da figura 6.12, determine a

velocidade e a aceleracao pela diferenciacao direta,
em relacao ao tempo, da equacao (6.96) e compare
os resultados com a expressoes (6.100) e (6.101), para
isto considere nula a aceleracao da barra “r”.

8. No mecanismo abaixo, a barra “a” recebe o movi-
mento motor e tem um comprimento de 2 ¢cm, mos-
tre que quando o deslocamento, velocidade e a
aceleracao angulares, desta barra forem 6 = 120°,
6 = 2 rad/seg e 6 = V3 rad/seg?, respectivamente, a
aceleracao do pistao sera x = 100 cm/seg>

., 0

L=
s 2

Figura 6.19-8 Biela Manivela com dois pares do tipo
prismatico.

9. No mecanismo da figura, a barra “a”, que recebe a
entrada, se mantém perpendicular a barra “b” devido
ao par cinematico do tipo prismatico entre as duas.
Determine a aceleracao x, do ponto P.

Figura 6.20-9 Biela Manivela de dois pares prismaticos
com ponto acoplador.

10. No mecanismo mostrado, considerando conhe-
cidos o deslocamento, velocidade e aceleracao an-

gulares da barra “a”’. Determine o deslocamento
velocidade e aceleracao para a barra “b”.

Figura 6.21-10 Quadrilatero Articulado com um par
prismatico, cinematica da barra “b”



11. No problema anterior, ainda mantendo a entrada
pela barra “a’, determine a aceleracao da barra que
se liga a esta e é perpendicular a barra “b”

12. No mecanismo mostrado, a barra “{” forma um
angulo, constante, de 90° na sua parte superior. Ve-
rifique se a aceleracao do pistao horizontal pode ser
dada por:

(6.103)

P [9_29'2

1 + cos? 9}
sen 20

Figura 6.22-12 Mecanismo com barra dobrada em 90
graus.

13. No mecanismo mostrado, sao conhecidos o des-
locamento, velocidade e aceleracao do pistao hori-
zontal. Determine a aceleragao do pistao vertical,
sabendo que a barra que une os dois pistdes tem

“w_n

comprimento “a’.

77777777,
>—x—>|

Figura 6.23-13 Mecanismo com dois pistoes ortogonais
interligados por uma barra rigida.

14. Conhecendo-se as coordenadas generalizadas
(6, ¢, x) e sabendo-se que a entrada se faz pela barra

a”, determine a aceleracoes para as coordenadas se-
cundarias.

Figura 6.24-14 Mais uma Inversao do mecanismo Biela
Manivela.
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15. Resolva o problema anterior, apenas para a coor-
denada “x”, considerando (0, x) para o sistema de co-
ordenadas generalizadas e determine o angulo 6

para o qual a velocidade X seja maxima.

16. Determine a equacao da a velocidade para o pis-
tao no mecanismo de inversao do Biela Manivela, fi-
gura 6.4, utilizando apenas (0, x) para o sistema de
coordenadas generalizadas e, a partir disto encontre
o valor de 6, em funcao apenas de “a” e de “r”, onde
ocorrem os valores de maximo e minimo da veloci-
dade.

@

17. Sabendo-se que a entrada se faz pela barra “r” e
utilizando o sistema de coordenadas generalizadas
, ¢, z, y, X), para o mecanismo mostrado na figura,
determine os coeficientes de velocidade (k,, k)) e
aceleragao (L, {;) para o ponto P.

Figura 6.25-17 Cinematica de ponto do acoplador pelo
processo normal.

18. No problema anterior, obtenha os deslocamen-
tos (x, y) do ponto P, em fun¢ao apenas das constan-
tes envolvidas e da variavel 0.

19. A cadeia dada, tem (0 ,a ,x, ¢, y) para coordenadas
generalizadas, verifique se a expressao, mostrada
abaixo, pode expressar a velocidade relativa entre os
pistoes.

03 cos(a — @) [z tgla—0) —ytg(a+¢)]  (6.104)

Figura 6.26-19 Cadeia de seis barras calculo da velocida-
de relativa entre os pistoes.
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20. No mecanismo mostrado, o pistao P, tem conhe-
cidos o deslocamento, velocidade e aceleragao, con-
sidere verticalmente (x, X, X). Determine entao, o
deslocamento, velocidade e aceleracao para pistao

Waom

Q, considere uma coordenada vertical “y”.

b

[ c

P

N
N

Figura 6.27-20 Relacao de velocidades e aceleracoes
entre os pistoes.

21. No problema anterior, considerando coordena-
das verticais “x” e “y” para os pistoes, determine a re-
lagao entre as velocidades dos pistdes, considerando

que a entrada agora se faca pela barra “b”.

22. No mecanismo dado, a entrada se faz pela barra
“d", conhecidos portanto 0, 0 e 6. Nestas condigdes,
determine o deslocamento do pistao horizontal e
também os seus coeficientes de velocidade e acele-
ragao k, e L.

Y

By

.

Figura 6.28-22 Velocidade e aceleragao do pistao hori-
zontal na cadeia genérica de seis barras.
23. No problema anterior, considere agora que a en-
trada se faca pelo pistao horizontal com x, X, e X co-
nhecidos e, desta forma, determine os coeficientes
de velocidade e de aceleracao para o pistao que se
apoia na barra “d”.

24, Na plaina limadora mostrado na figura, a barra
que contém os segmentos “a” e “b”, é ternaria con-
tendo trés elementos cinematicos rotativos colinea-
res, a barra “r’ recebe o movimento motor, sendo
conhecidos portanto 6, 6 e 6. Determine entao, o
deslocamento, velocidade e a aceleracao para o tor-

pedo (x, X, X).

Figura 6.29-24 Plaina Limadora Modificada para o

calculo da aceleracao do torpedo.

25, Na figura a seguir, nés temos a representagao es-
quematica do sistema Biela Manivela para um motor
em “V”. O angulo a é constante e as duas bielas tém
o0 mesmo comprimento, quando a entrada do movi-
mento se fizer pelo pistao P,, determine a velocidade
e aceleracao da manivela e do pistao P,.

Figura 6.30-25 Esquema simplificado de um motor em
“V". A entrada do movimento, hora sera pelo pistao P, e
hora sera pelo pistao P..

26. Para o sistema de estercamento veicular, mos-
trado abaixo, a cremalheira, representada pela barra
“c”, recebe o movimento da barra de direcao e por-
tanto, sao conhecidos o deslocamento e a velocida-
de para a variavel “x”. Determine a razao entre as
velocidades angulares das rodas quando do giro da
direcao, note que esta razao é a mesma entre os an-

gulos 0; € 0,.

Figura 6.31-26 Esquema de barra de direcao veicular
para o estercamento das rodas dianteiras.



27. O mecanismo mostrado, tem a barra “b” como
principal. Para esta situacao determine os coeficien-
tes de velocidade e aceleracao (k,, £,) do pistdo hori-
zontal.

Figura 6.32-27 Montagem de um Biela Manivela multiplo
com seis barras.

28. Obtenha os valores solicitados no problema an-
terior, considerando agora que a entrada seja feita
pela barra “a”. Verifique também se possivel a solu-
¢ao do problema com a entrada feita pelo pistao ho-
rizontal.

29. No mecanismo dado, a entrada se faz pela coor-
denada “y”, onde conhecemos o deslocamento, velo-
cidade e aceleracao, desta forma obtenha as
equacgoes para o deslocamento, velocidade e acele-

racao para o pistao horizontal.

Figura 6.33-29 Mecanismo com atuador hidraulico na
entrada do sistema.

30. Na cadeia, mostrada abaixo, a barra “d” é terna-
ria, com os seus trés elementos cinematicos alinha-
dos. Determine convenientemente a coordenada
principal de tal forma que possamos obter analitica-
mente o coeficiente de velocidade e aceleracao do
pistdo em “d” (ky, {,) determinando estes em seguida.

AN ) ) N BIINNNNNNN
| c 4 p——
Figura 6.34-30 Mecanismo com seis barras, calculo dos

coeficientes de velocidade e aceleracao para o pistao em
“d”

31. No mecanismo da figura o pistao horizontal &
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fixo, sabendo que 6 é a coordenada principal, deter-
mine os coeficientes de velocidade e aceleracao
(ky, L)) para o pistdo livre.

Figura 6.35-31 Mecanismo com seis barras, calculo dos
coeficientes de velocidade e aceleragao para o pistao
livre.

32. Para cadeia de seis barras, mostrada na figura,
tem-se o seguinte sistema de coordenadas generali-
zadas (0, o, x, B, 8). Demonstre a expressao mostrada

(1)

a seguir, sabendo-se que a barra “a” tem o mesmo

W

comprimento da barra “c”.

ks sen(B — )
Fo ~ sen(B—0) (6.105)

Figura 6.36-32 Juncao quadrilatero articulado e biela
manivela, relagao entre os coeficientes de velocidade.
33. Na dupla Plaina Limadora mostrada, determine
a velocidade relativa entre os pistoes P, e P,, consi-
derando que a entrada se faga pela barra “r”. Deter-
mine ainda o 6, que limita a aproximacao ou afas-

tamento dos pistoes.

X—=}

Figura 6.37-33 Dupla Plaina Limadora, calculo da
velocidade relativa entre os pistoes.
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34. No mecanismo de oito barras mostrado, a entra-
da se faz pela barra “d” e o sistema de coordenadas
generalizadas € (0, y, o, B, 8, ¢, x), desta forma, deter-
mine os coeficientes de velocidade ks, para a barra
“c” e ky, para o pistao horizontal.

X—f——X;

Figura 6.38-34 Coeficientes de velocidade em uma
montagem de Quadrilatero Articulado com Biela
Manivela.

35. No mecanismo anterior, obtenha o coeficiente
de velocidade da barra “d”, ke, considerando que a
entrada se faca pelo pistao horizontal.

36. Na cadeia de oito barras a entrada se faz pela co-

ordenada “x”, acrescente, convenientemente, outras
coordenadas e determine a relacao de velocidades

Ry/k..

Figura 6.39-36 Mecanismos composto por trés atuado-
res hidraulicos em sequéncia.

37. Na cadeia mostrada, a entrada se faz pela barra
“a”, determine o deslocamento e a velocidade angu-
lar para a barra “e” e também a velocidade angular da
barra “d"

Figura 6.40-37 Coeficientes de velocidade para varios
mecanismos Biela Manivela em sequéncia.

38. Na cadeia de dez barras mostrada, a entrada se
faz pela coordenada 6 e sao conhecidos também 6 e
6, a barra central, associada a coordenada 0, é terna-
ria com trés pares cinematicos rotativos alinhados.
Acrescente, convenientemente, mais coordenadas
generalizadas e determine a relagao k./k,.

|
|
|
|
|

n—-i

m

Figura 6.41-38 Cadeia imposta com dez barras, calculo
das relagoes de velocidades.

39. No problema anterior, ainda considerando que a
entrada faga pela coordenada 6 e conhecidos 60 e 0,
determine o coeficiente da aceleracao {,, para a co-
ordenada x.

40. No mecanismo de dez barras, abaixo, determine
as velocidades angulares das barras “p” e “q", sendo
©, ¢,9,9, x, 0, a, 1, B) as coordenadas generalizadas

“won

e sabendo-se que a entrada se faz pela barra “a” e
sao conhecidos 6 e 6.

Figura 6.42-40 Cad%ia}’im o§t§ com dez barras, calculo

das velocidades de “p” e de “q".

41. No mecanismo de quatorze barras, abaixo, sen-
do a; a barra de entrada, determine as velocidades
angulares das barras a,, a;, a4, as ds € as.

Figura 6.42-40 Cadeia imposta com quatorze barras,
calculo varias velocidades.
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