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3. Curvas de Elevacao

Modernamente, a partir da necessidade de alta performance, dinamica e cinematica,
em maquinas industriais e na industria automobilistica em geral, a constru¢ao dos
mecanismos do tipo came seguidor demanda alta tecnologia e, principalmente um alto
nivel de precisao matematica nas caracteristicas das curvas de elevacgao, velocidade e
aceleracao. Devido ao fato de o sequidor ter movimento alternado, um cuidado maior
se faz necessario nas expressoes e diagramas da aceleracao e do “jerk’, de formas a
evitar problemas dinamicos no seguidor, tais como choques e vibragoes e, nos sistemas
em que a velocidade é mais elevada, isto se torna critico. Desta forma, tanto "Norton’
[3] quanto "Rothbart” [4] colocam em desuso, para os dias de hoje, curvas classicas de
elevacao tais como a pardbola, a harménica, a cubica e até mesmo a cicloide que no
passado eram bastante utilizadas.

Também as novas tecnologias de medicao, fabricacao e analise permitem que hoje
possamos desenvolver mecanismos mais eficientes de forma mais rapida e econdmica.
Em particular, no caso dos mecanismos de came, figura 3, a busca desta eficiéncia
comega pelo desenvolvimento de novas curvas de elevagao, cujos diagramas tenham
sempre uma suavidade, principalmente nas curvas da aceleragao e aceleragao segunda,
garantindo uma geometria no contorno do came que nao propiciara choques ou
vibragoes ao seguidor.

Mola

Rolete i Seguidor

Came Radial Came de Mesa

Figura 3 - Mecanismos de Came.
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Diagramas e Normalizacao

No capitulo anterior, analisamos o0s possiveis diagramas de elevacao normalmente
utilizados em projetos de cames, sendo eles E-R, E-R-Rp, E-Rp-R e E-Rp-R-Rp, ficando o
entendimento de que um diagrama compreendia um ciclo completo de giro do came, ou
seja o came girando de zero a m. Portanto os diagramas sempre compreendem uma fungao
de elevagao e uma funcao de retorno, além de possiveis trechos de repouso. Neste
capitulo iremos determinar as possiveis funcoes de elevacao e retorno que podem ser
intercaladas nos diagramas de elevacao de tal forma que tenhamos um seguidor se
deslocando com velocidades e aceleracoes de acordo com as normas que predizem o
projeto de cames.

Uso de Fun¢oes Normalizadas

Normalmente, consideramos que um fun¢ao esta em seu estado natural quando ela é
escrita na sua forma mais simplificada possivel, queremos dizer sem coeficientes de
multiplicagao a funcao ou ao seu argumento e, neste caso nao nos importamos com o seu
dominio ou o contradominio, podendo os mesmos serem livres ou arbitrados.

Vamos considerar que uma fungao esta em seu estado normalizado quando ela, atraves
de operacoes de expansao ou contracao, nas direcoes horizontal e vertical, tiver o seu
dominio em [0, 1], bem como também o seu contradominio em [0, 1]. Quando se trata de
curvas de elevagao, no intuito de se analisar choques ou perturbagdées no movimento do
seguidor, decorrentes de imperfeicoes matemdticas no contorno do came, se faz necessaria
a analise de cada derivada da curva, nao s6 graficamente, como também analiticamente
observando o valor das fun¢des em diversos pontos - somente a visualizagao grafica nao
e suficiente - e esta tarefa fica bastante simplificada quando efetuada nas funcoes
normalizadas, pelo fato de serem elas uma simplificacao das funcoes originais que
preservam tudo das mesmas, a sua verificacao condiz exatamente com o que acontece de
forma real, a menos de um fator de escala que nao tem importancia numa primeira
analise.

Esta € uma nova forma de abordagem para obtenc¢ao, nao sé das curvas classicas e seus
estudos, como também de novas curvas, ou seja efetuamos todas as analises sobre a curva
normalizada para sO entao, apos a certeza de que € uma curva eficiente, se chegar a curva
final através das operagoes de expansao horizontal e vertical vistas no Capitulo 1.

Através da funcao de elevagcao normalizada é que iremos montar as tabelas comparativas
de desempenho das fungoes, no que diz respeito a velocidades, aceleracoes e aceleracao
segunda.

Desta forma, a analise das curvas e de suas derivadas sera facilitada se trabalharmos com
a funcao normalizada entao obteremos, inicialmente, a fun¢ao de elevagao normalizada
e suas derivadas, para s6 entao calcular a funcao de elevacao final pela expansao
horizontal de [, sequida de expansao vertical de h, isto pode ser feito de forma bastante
simplificada quando ja dispomos da forma normalizada.

Com efeito, para se obter a funcao final, € o bastante que multipliquemos a fungao
normalizada por h e dividamos o seu argumento por 3.
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Seja entao p(0) a funcao na forma normalizada e desejamos obter f(0) na forma final,
teriamos entao:

) (1.1)

f(9)=h-p(%

Relacao Temporal Angular

Quando relatamos deslocamento do seguidor com consequente velocidade e aceleragao,
somos levados a concluir que a curva de elevacao deveria ser um funcao do tempo e nao
do angulo do came, como estamos tratando até entao. Isto é correto, porém é mister notar
que o angulo de rotacao do came é uma funcao do tempo e entao de forma indireta isto
ja esta sendo considerado, e a velocidade e aceleragao real do seguidor pode ser obtida
de forma direta utilizando-se a regra da cadeia para fungées com o argumento
dependente de outras variaveis. Vejamos como, nesta abordagem simples, colocando
implicitamente a variavel tempo, podemos trabalhar com a fungao de elevacgao:

y = f(0) (2.1)

Com 6 dependo do tempo, ¢ = ¢(t), entao
dy  dfid) Ir;lu"ll"[ﬂ';l

= — [
, P TR a4
Ou seja: _
y=f(0)0 (2.2)
Da mesma forma, derivando sucessivamente, vamos obter:
i = 1"(0)6" (2.3)
= r"(0)6° (2.4)

Perceba que aqui y, e3jsao a velocidade e aceleracao reais do seguidor,tomados no tempo,
ao passo que f’' e f” representam a velocidade e a aceleracao do seguidor como fungao
do deslocamento angular do came.

Cabe ainda observar que, no caso de mecanismos de came, neste curso, iremos considerar
0 came sempre com rotacao uniforme, ou seja 6 sempre constante, consequentemente
vamos ter § = 0, ou seja aceleracdo, do came, nao do seguidor, sempre nula. E isto foi
utilizado na determinagao das expressoes (2.3) e (2.4), quando fizemos uso da regra da
derivada do produto de funcoes.

O exposto, nos deixa de forma comoda para desenvolvermos toda a teoria e aplicagao das
curvas de elevacao em fungao apenas de 6 (aqui representando o deslocamento angular
do came) e, quando necessitarmos de analise mais elaborada em fungao do tempo, utilizar
as expressoes obtidas acima.

Elevacao e Retorno

Quando nos referimos a elevacao ou ao retorno, ou especificamente curvas de elevagao e



4 CAPTULO 3
retorno, estamos nos referindo ao movimento do seguidor, ou seja, estas curvas estarao
associadas ao movimento do seqguidor e serao plotadas em um grafico onde no eixo
horizontal (eixo dos x) expressamos o0 angulo de rotagao do came e no eixo vertical (eixo
y) expressamos o deslocamento do seguidor.

A primeira curva f(0), que aqui chamaremos curva de elevag¢do, representa o
deslocamento do seguidor em sua forma ascendente. Sua primeira derivada f'(0) diz
respeito a velocidade do seguidor, sua segunda derivada f”(0) vai predizer a aceleracao,
ainda do seguidor, e a sua terceira derivada f"/(0), que aqui chamaremos de aceleragao
segunda, nos fornece informacdes importantes sobre “perturbacdes” no sequidor.

o

No jargao dos mecanismos de came, alguns autores utilizam o termo JERK para
descrever a aceleragao segunda, porém o entendimento correto € que o jerk s6 ocorre
nos pontos de descontinuidade desta curva.

Da mesma forma, utilizaremos, para retorno do seguidor, a curva g(0) e as suas
respectivas derivadas, como explanado acima, sé que agora para o seguidor em
movimento descendente.

Estudaremos, em detalhes, as curvas de elevagao f(0), porém as curvas de retorno g(0),
podem, e sao, derivadas destas através das operacoes em fungoes que vimos no capitulo
1. No caso, para isto iremos utilizar uma reflexao vertical, sequida de um deslocamento
horizontal positivo, ou seja, conhecida a fungao de elevagao f(0), a qual gostariamos que
nos servisse para retorno, podemos obter a partir desta, a fungao

9(0) = f(B—10) (3.1)
A _ T+
£(6) 9(6)
¥ h
B e B —
Elevagao f(0) Retorno g(0)

Figura 3.1 - Transformacao da elevagao em Retorno.

Lei Fundamental do Projeto de Cames (LFPC)

Excetuando-se as situagdes em que a rotacao do came € muito baixa, nos projetos de
cames mais elaborados, as seguintes premissas (LFPC) devem ser observadas: As funcoes
de elevagao e retorno devem ser continuas em sua primeira e sequnda derivadas durante
todo o ciclo do came, devendo isto ocorrer, inclusive, nas transi¢oes para repouso, se
houver. Isso leva ao seguinte corolario: A aceleracao segunda (derivada direta da
aceleracao) deve ser finita durante todo o ciclo.
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Como consequéncia, as fungées que compoem o diagrama de elevacao, também
chamadas de funcdes discretas, devem ser continuas até a terceira ordem. Em suma, as
funcoes de deslocamento, velocidade e aceleracao nao podem ter descontinuidades em
nenhum ponto.

Se existir qualquer descontinuidade na funcao da aceleracao, significa que existirao
infinitos picos, ou fungdes “delta Dirac”, na aceleracao segunda.

Termos Basicos Utilizados (JERK E PERTURBACAOQ)

Devemos ressaltar que estas restricdes impostas, no projeto de cames, pela LFPC vao nos
levar ao conceito de “jerk” e “perturbacao” que discorreremos agora.

Antes cabe notar que o termo “jerk”, tal qual usado pelos autores estrangeiros, na teoria
dos mecanismos de came, nao tem uma tradugao exata para a lingua portuguesa, dentro
do contexto. Em uma traducao ao pé da letra ficariamos com ‘empurrao’, “arrancada’,
“sacudidela”, etc.

Vamos aqui, neste curso, entender, o fendmeno do “jerk”, como um choque dinamico
decorrente da geometria do mecanismo, mais especificamente de pontos no contorno do
came que ocasionam este evento e, dependendo da velocidade angular do came, este
evento pode vir a fazer com que o sistema came seguidor venha a falhar por ruptura.

Dentro do contexto da LFPC, o fendmeno do “jerk” vem a ocorrer sempre que se tenha um
ponto de descontinuidade na curva da aceleragao, consequentemente a derivada da
aceleracao, nestes pontos, pelo fato do limite da funcao ser diferente quando tomado a
esquerda ou a direita, tera infinitos picos, ou funcoes “delta Dirac” localizados no seu
grafico.

yrr

70 e

/ ° o

Figura 4.1 - Diagrama da aceleragao com descontinuidades (jerk).

" +o0

f(e)
9" (e)

—o0
Figura 4.2 - Aceleracao segunda com pontos indefinidos na funcao.
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As figuras 4.1 e 4.2 apresentam os diagramas da aceleracao e aceleracao segunda,
respectivamente, para um dado movimento do seguidor, mostrando o fenémeno do “jerk”
em dois pontos

&

Vocé nao precisa tracar o grafico ou analisar a “aceleracdao sequnda” para verificar o
fendmeno do jerk, para isto basta simplesmente verificar, no grafico da aceleragao, se
ha pontos de descontinuidade, verificando os valores da fungao, nos pontos criticos, a
direita e a esquerda.

Ja no fendmeno da “perturbacao”, vamos entender como sendo uma variacao muito rapida,
nao brusca o suficiente, na aceleragao. Podemos detectar o fendmeno a partir do diagrama
da aceleragao segunda verificando neste, se ha pontos de descontinuidade.

&

Pela descricao da LFPC, esta permite que haja perturba¢do nos diagramas do
movimento do sequidor, porém nao permite, de forma alguma, que haja jerk.

Consequéncias da LFPC nas Fungoes de Elevacdo

» Funcgoes de elevacao continuas em sua primeira e sequnda derivadas;
» Velocidade nula no inicio e final da elevacao;
» Auséncia de jerk em toda a curva.

Em razao disto, os graficos, para fungoes de elevacao, devem ter a forma basica mostrada
na figura 4.3 abaixo.

Figura 4.3 -Formato padrao de uma curva de elevacao segundo a LFPC.

Curvas de Elevacao Classicas

Nos projetos de cames, em geral, a escolha das curvas a serem utilizadas na composicao
do diagrama, em um ciclo completo, dependem principalmente da velocidade angular do
came, no sentido de prover aceleragdes baixas ou moderadas para o seguidor. A este
respeito existem varios estudos na busca de curvas cada vez mais eficientes, com base em
NURBS, splines, séries de Fourier e outras mais, no entanto, neste curso, como em tantos
outros cursos de graduacao, iremos nos restringir as curvas trigonometricas e polinomiais,
nao so pela sua simplicidade, como também por ser demasiado suficiente para uso na
industria, onde as velocidades sao medianas. Logicamente, o aluno necessitando de
curvas mais elaboradas, ira ter facilidade na busca de outras solugoes a partir dos
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principios estudados neste capitulo.

Além de tomar como base os principios da LFPC, as curvas de elevagao deverao prever um
angulo de rotacao do came, em que o seqguidor vai de sua posicao mais inferior a sua nova
posicao no topo da elevacao, a esta altura deslocada, chamaremos h, altura de elevagao,
e para isto o came efetuou uma rotagao angular de B, angulo de elevacao.

A

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
T
|
d

B

Figura 5.1 -Curva de elevagao padrao.

Nas apresentagoes iniciais, das curvas de elevagao, iremos considerar tanto 8 quanto h
unitarios e, perceba o aluno, isto vai nos permitir trabalhar com estas fun¢dées em sua
forma normalizada, facilitando, como ja mencionado, as analises de velocidade,
aceleracao e aceleracao segunda. O processo de se obter a fungao real, ao final da analise,
é bastante simples, necessitando somente que se multiplique a fungao normalizada por
h e se divida o argumento por .

Curvas Trigonométricas

As fungoes trigonomeétricas constituem a base das fungoes classicas de elevagao e, apesar
de simples, sao as mais utilizadas nos projetos de cames em geral, por conta de boas
propriedades nas suas derivadas no que diz respeito a valores maximos comparativos,
inclusive sendo a funcao harmdnica tomada como parametro de comparagao, nao se
tendo, até o presente momento, valores mais baixos em outras funcgoes.

Dentro deste espectro iremos estudar as seguintes fungoes trigonomeétricas:

Harmoénica - Curva simples e elegante, com excelentes indices de aceleracao,
Simples  Porém nao obedece a LFPC, no entanto em composicoes, com ela
mesma em T, ela supre este problema, sendo a melhor escolha

para este tipo de composicao.

Cicloide - Bons indices de aceleracao e aceleracao segunda, obedece
totalmente a LFPC mas peca por nao anular as perturbagdes nos
extremos.

Dupla - Bons indices e com excelente performance no inicio da elevacao,
Harmonica  padece pelo fato de nao obedecer a LFPC ao final da elevacao,
porém elimina este fato quando composta com ela mesma em

um ciclo E-R-Rp.

Dupla - Boa performance nas derivadas, obedece totalmente a LFPC e
Cicloide  nao apresenta perturbacao ao inicio ou final.
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Harmonica Simples

Pelo exposto anteriormente, a LFPC nos informa que funcdes em forma de 'S’, com
assintota horizontal em seus extremos (derivada nula), figura 4.3, sao fortes candidatas a
curva de elevagao. Tomemos entao a funcao cosseno no intervalo [0, 7r] que, como
sabemos, tem derivada nula no principio e final deste intervalo.

fix)=cosx

Figura 6.1.1 - Funcao cosseno original.

Funcoes de elevacao, além de ter derivada nula nos extremos, iniciam-se na origem e sao
positivas em todo o seu dominio, nés vamos conseguir isto efetuando um espelhamento
horizontal na funcao cosseno seguido de um deslocamento vertical unitario, obtendo a
funcao f(x) =1 — cos x, como mostrado na figura 6.1.2, abaixo.

fix)=1-cosx

|
|
|
|
|
:
12
:
|
|
|
|

T
Figura 6.1.2 - Fungao cosseno transformada em curva de elevagao.

Para o nosso estudo, sé nos resta normaliza-la e, para isto vamos usar 1/2 para fator de
multiplicacao da funcao e 7t para multiplicagao do argumento, obtemos entao:

1
flz) = 5(1 — coSTT) (6.1.1)
Desta forma as derivadas sucessivas sao imediatas:

f'(z) = gsen T

2

() = % . (6.1.2)
3
f(x) = —% senmr =

E entao, os graficos para deslocamentos e derivadas pode ser visto na figura 6.1.3, abaixo.
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N -
f'x)
| )
——
|
I
s Deslocamento
AEY) Velocidade
— A celeragdo
S——— Aceleragdo Segunda

S

Figura 6.1.3 - Deslocamento, velocidade, aceleracao e
aceleragao segunda para a harménica.

Em nossa meétrica de comparagao, aqui, os valores maximos para velocidade, aceleracao e
jerk, sao T =1,57, = =4,93 e — ' = —15,50, respectivamente, mas o ultimo valor é apenas
uma referéncia, uma vez que a aceleragao segunda foi para infinito nos extremos,
inviabilizando o uso da funcao harménica.

Observe que nestas analises estamos considerando que a fungao de elevacao f(x) sera
composta a esquerda com a funcao p(x) = 0 e a direita com a funcao h(x) = 1, ambas
fungoes constantes. Exatamente por isto é que temos jerk nos extremos, figura 6.1.3. Em
situacoes em que a fungao seja composta com outras funcoes pode ser possivel a
eliminacao deste jerk, tanto no inicio quanto ao final.

Harménica em Elevacdo h e Angulo de elevacio 3

Como sabemos, a funcao real pode ser obtida da fungao normalizada, pela multiplicagao
desta por h juntamente com a divisao de seu argumento por (. Aplicando-se isto a
equacao (6.1.1), é imediata a sua obtencao.

s

f(0) = g(l — co8 EQ) (6.1.3)

Cicloide

Para a harmonica, utilizamos a funcao cosseno,vamos agora utilizar a funcao seno, porém
ainda buscando fun¢des em forma de "S", vemos que a fungao seno nao tem como assumir
esta forma a partir do seu inicio, no entanto, imaginemos a funcao senoidal conjugada
com a funcao identidade de acordo com a expressao abaixo.

flzr) =2 —senx (6.2.1)

Note que temos derivada unitaria nos dois extremos, para a fungao h(x) = sin «, no
intervalo [0, 27|, e para a fungao p(x) = =, isto ocorre em todo o dominio, logo nos
extremos esta conjugacao vai demandar em derivada nula, e a fungao obtida € mostrada
no grafico da figura 6.2.2, em sequida.
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px)=x
h(x) =senx
N

Figura 6.2.1 - Funcao identidade e fungao seno no intervalo [0, 2.

|
|
|
|
|
|
:21t
|
|
|
|
|
|
|

21
Figura 6.2.2 - Conjugacao da fung¢ao identidade com a funcao seno.

Com efeito, a fungao plotada na figura 6.2.2 tem derivada nula nos extremos, inicia-se na
origem e é positiva em todo o seu dominio. Para normalizar esta fungao, vamos usar 1/27
para fator de multiplicacao da fungao e 27t para multiplicagcao do argumento, obtemos
entao, a seguinte expressao.

1
f(z) = —(x — sen27x) (6.2.2)
2
Simplificando ainda mais.
1
f(x) =2 — —sen2mx (6.2.3)
2T
E as derivadas sucessivas podem ser obtidas.
f'(x) =1— cos2mx
f"(x) = 27 sen 2wz (6.2.4)

f"(z) = 4n® cos 2mx

E, nos diagramas abaixo, figura 6.2.3, podemos ver que nao houve jerk, apesar de haver
descontinuidade nos extremos da aceleracao segunda, caracterizando que havera
perturbagd@o nestes pontos.

Agora, os valores maximos para velocidade, aceleracao e aceleragao segunda, sao 2,27 =
6,283 e 4712 = 39,478, respectivamente, e aqui, 0 ultimo valor é importantissimo para uma
comparacgao da aceleragao segunda com outras curvas similares.
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S Sx)

\ e Deslocamento
() Velocidade

—— A celeragdo
Acelerag¢do Segunda

")

Figura 6.2.3 - Deslocamento, velocidade, aceleracao e
aceleragao segunda para a cicloide.

Novamente, é importante notar que nestas analises estamos considerando que a fungao
de elevacao f(x) sera composta a esquerda com a fungao p(x) = 0 e a direita com a
funcao h(x) = 1,ambas fungdes constantes. Exatamente por isto é que temos perturbagdo
nos extremos. Em situagdes em que a fungao seja composta com outras fungoes pode ser
possivel a eliminagao desta perturbagao.

Cicloide em Elevac¢io h e Angulo de elevacio /3

Como sabemos, a fungao real pode ser obtida, da funcao normalizada, pela multiplicacao
desta por h juntamente com a divisao de seu argumento por (. Aplicando-se isto a
equacao (6.2.3), é imediata a sua obtencao.
0 1 2T
0) = h(—= — —sen —06
f(9) (5 2250 ) (6.2.5)

Dupla Harmoénica

Compondo, no intervalo [0, 7r],a fungao p(x) = 1 — cos  com a fun¢ao h(zx) =1 — cos 2z
de forma a que tenhamos um quarto da ultima subtraindo da primeira, vamos ter:

f(z)=1—cosz — 411<1 — €08 2x) (6.3.1)

A

p(x)=1-cosx

(x) =5(1 - cos 2x)

— -

T
Figura 6.3.1 - Fungdes para composicao no intervalo [0, n].

Aqui, as derivadas nos extremos do intervalo [0, 7], ja eram nulas, nao afetando o
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resultado final que também vai ter derivadas nulas nos dois extremos, a funcao obtida,
desta subtracao, € mostrada no grafico da figura 6.3.2, abaixo.

fx)=1- cosx—%(l - cos 2x)

|
|
|
|
|
|
2
:
|
|
|
|

T
Figura 6.3.2 - Conjugacao das funcdes a partir de uma subtracao.

A normalizagao, como nos casos anteriores, vai usar 1/2 para fator de multiplicacao da
fungao e 7 para multiplicacao do argumento.

fx) = % (1 — cosmx) — ;1(1 — cos 27x) (6.3.2)

E as derivadas sucessivas podem ser obtidas.

3

Sen7L — o sen 2mx)

™
&

||
N~

2
T

6.3.3
f(x) = E(cos T — oS 27T) (6.3.3)
3
" (x) = —?(sen xr — 2sen 27x)

E, nos diagramas abaixo, figura 6.3.3, podemos ver que nao houve jerk no inicio da
elevagao, mas este ocorre ao seu final. Ha de se enfatizar aqui que o ideal seria jerk nulo
também ao final da elevacao, mas isto nao inviabiliza a importancia desta curva, pois se
compormos a elevagao com a sua correspondente curva de retorno este jerk vai se anular
nos casos em que o angulo de elevacgao é igual ao angulo de retorno, situagao esta muito
utilizada na pratica.

ol
1
| S'®) )
1
1
" e Deeslocamento
) Velocidade
— A celeragdo
Aceleracao Segunda
fl“(x) \

Figura 6.3.3 - Deslocamento, velocidade, aceleragao e
aceleracao segunda para a dupla harmonica.
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Agora, os valores maximos para velocidade, aceleragao e aceleragao segunda, sao 2.041,
—7r? = —9,87 e —42,414, respectivamente, e como no ultimo exemplo, o ultimo valor €
importantissimo para uma comparacao da aceleracao segunda com outras curvas
similares.

Lembre-se que nestas analises estamos considerando que a funcao de elevagao f(x) sera
composta a esquerda com a fungao p(x) = 0 e a direita com a fungao h(x) = 1, ambas
fungoes constantes.

Dupla Harménica em Elevac¢io h e Angulo de elevacio /3

Como sabemos, a fungao real pode ser obtida, da funcao normalizada, pela multiplicacao
desta por h juntamente com a divisao de seu argumento por (. Aplicando-se isto a
equacao (6.2.3), é imediata a sua obtencao da dupla harménica com elevacao em h e
angulo de elevagao em 3.

h T 1 2m
f(0) = B (1 — cos BH) — Z(l — cos 30) (6.3.4)

Dupla Cicloide

Efetuando a composigao da fungao p(xz) = = — senx, no intervalo [0, 27r], com a fungao
h(r) = x — 4sen 2z de forma a que tenhamos um quarto da ultima subtraindo da

primeira, vamos ter:

f(z) =2 —senz — }L(a: — %sen 2x) (6.4.1)

p(x)=x-senx

h(x) =%(x - %sen 2x)

/

|
21
Figura 6.4.1 - Fungdes para composicao no intervalo [0, 2x].

Aqui, as derivadas nos extremos do intervalo [0, 27r], ja eram nulas, nao afetando o
resultado final que também vai ter derivadas nulas nos dois extremos, a funcao obtida,
desta subtracao, € mostrada no grafico da figura 6.4.2, abaixo.
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—x- L
fix)=x-senx 4(x 5sen 2x)

Figura 6.4.2 - Conjugacao das funcoes a partir de uma subtracao.

A normalizagao, como nos casos anteriores, vai usar 2/37r para fator de multiplicagao da
fungao e 27t para multiplicagao do argumento.
4 1 1 1
z) = - |(z — —sen2nz) — — (v — —sendnx 6.4.2
£) =5 (@ = grsenma) = J(o — fosendns) (642
E as derivadas sucessivas podem ser obtidas.

fa)=3 [(1 ~ cos2mr) — (1 - cos 4m:)]

8 1 . .
f//(CU) = ;(Sen 2Tr — 5 sen 47rx) (6.4.3)
1672
f"(z) = ;r (cos 2wz — cos dmx)

E, nos diagramas abaixo, figura 6.4.3, podemos ver que nao houve jerk nos extremos e tao
pouco perturbacao nos extremos. Portanto, esta € uma das poucas curvas de elevacao que
podem ser utilizadas em diagramas do tipo E-Rp-R-Rp sem que haja jerk ou perturbagao
ao longo do seu percurso.

A
S'(x) Sx)
—
/')

e Deslocamento
Velocidade

P — A celera¢do
Aceleragdo Segunda

Figura 6.4.3 - Deslocamento, velocidade, aceleracao e
aceleracao segunda para a dupla cicloide.

Agora, os valores maximos para velocidade, aceleracao e aceleracao segunda, sao 8/3 =
2,67, 2m/3 =10,89 e —327%/3 = —105,28, respectivamente, e como no Ultimo exemplo,
0 ultimo valor é importantissimo para uma compara¢ao da aceleragao segunda com
outras curvas similares.
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Mais uma vez, atente que nestas analises estamos considerando que a fungao de elevagao
f(x) sera composta a esquerda com a funcao p(z) =0 e a direita com a fungao h(x) =1,
ambas funcoes constantes. Mesmo assim nao houve jerk ou perturbagdo nos extremos da
funcao.

Dupla Cicloide em Elevacio h e Angulo de elevacio 3

Como sabemos, a fungao real pode ser obtida da funcao normalizada, pela multiplicagao
desta por h juntamente com a divisao de seu argumento por (3. Aplicando-se isto a
equacao (6.4.2), é imediata a obtencao da dupla cicloide com elevacao em h e angulo de
elevacao em 3.

4h | 0 1 2T 1/46 1 47

Exemplo 3.6.1

Verifique se a a fungao dada abaixo, no dominio [0, 7], pode ser utilizada para curva
de elevacao e, em caso positivo, faca a analise dos graficos de aceleracao e aceleracao
segunda, verifique ainda se esta obedece a Lei Fundamental do Projeto de Cames. Ao
final, monte, a partir dela, a funcao real com um angulo de elevagao 3 e uma altura h.

f(x) =2 —2cosx — sen’x

Solugdo
1. Verificacao:
a. Funcao nula no inicio da elevagao?
f(0)=2-2=0 <= OK
b. Velocidades nulas para o inicio e final da velocidade?

fi(r)=2senz —2senxcosx
f(0)=0-0=0 <« OK
f(r)=0-0=0 <« OK

c. Verificagao de auséncia de maximo local na funcao de elevagao.

f'(x) = 2(sen x — sen x cos x)
f(x)=0=senx—senxzcosx =0
Ou seja:

l1—cosx=0=cosx=1

Entao,

r=0 ou z=7
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Confirmando entao que nao temos nenhum maximo local, como deve ser para uma
funcao de elevacao.

Desta forma, os itens a, b e ¢ confirmam que a fun¢ao se presta a ser utilizada como
curva de elevagao.

2. Verificagao a LFPC
Verificando o valor da aceleragao nos extremos, vamos ter:

f(x) =2 cos x —2(cos? x + sen’ x)
Logo:

£7(0) =2(1) — 2(140) = 0 < OK
F(m)=2(=1) —2(1) = -4 < FALHA

Verifica-se entao, pela ultima equagao que vai haver salto na aceleragao, quando esta
funcao for composta com outra funcao do tipo f(x) = 4 (repouso do seguidor),
portanto existe jerk neste ponto, fazendo com que esta funcao nao obedeca a LFPC.

3.Funcaoem h e 3.

Temos aqui uma expansao vertical de 7t para 3 e uma expansao vertical de 4 para h,
entao a expressao final sera:

_ 9 9c0s ™9 — sen?”
f(@)—4(2 2COSBQ sen 59)

Curvas Polinomiais

Também, como funcdes de elevacao, podemos utilizar expressdes polinomiais do tipo
w(z) =a, + ar + a,x* + a2’ + ax' + ax’ +---+ a x", notando que, para que a curva
polinomial obedeca a LFPC, o primeiro coeficiente nao nulo vai corresponder a poténcia
3, ou seja, devemos ter necessariamente a, = 0, a, = 0, a, = 0. Também vamos perceber
que polindmios cuja ultima poténcia esteja acima de 7, apesar de serem viaveis, vao
demandar em valores maximos de aceleracao e aceleragao segunda muito elevados,
inviabilizando-as para uso em projetos reais.

A obtencao de determinada curva polinomial pode ser feita inicialmente a partir da
normalizacao do polinémio procurado, considerando que, como condicdes de contorno,
este tem que ter valor unitario no seu extremo direito, valor do polindmio em 1, e valor
nulo para todas as derivadas subsequentes, assim:

e f(1)=1
° f’(l) =0
e f(1)=0
e f(1)=0

Assim podemos garantir a auséncia de jerk, ou perturbagao, no final da elevagao, uma vez
que isto ja esta garantido quando o polindémio se inicia na poténcia 3 (auséncia de jerk)
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ou quando este se inicia na poténcia 4 (auséncia de perturbagdo).

Aqui, nos iremos designar os polindbmios pelas suas poténcia sequencialmente, na forma
A-B, A-B-C, A-B-C-D e assim por diante.Assim, o polindmio u(x) = 1023 — 15x*+ 627, seria
designado por 3-4-5 e, como veremos mais adiante os seus coeficientes serao unicos.

Com base nesta nomenclatura, para os polindmios, iremos estudar, dentro de cada
categoria, polinbmios comegando em 3 e 4 apenas, visto que polindbmios comegando em
5 ou 6 tém caracteristicas de aceleragao e aceleragcao segunda muito elevadas, tronando-
se inviaveis.

Independente da classe a que pertenca, toda a familia de polindmios aqui estudados, nao

irao apresentar jerk em seu inicio, e apresentarao perturbacao em seu inicio, apenas 0s
que se iniciarem na poténcia 3.

A tabela a sequir ilustra este nosso estudo.

Polindmio - Esta familia, apesar de ter uma curva suave em seu inicio,
A-B  principalmente os que comecam na poténcia 4, padecem por nao
obedecer a LFPC ao seu final.

Polinbmio - Obedecem totalmente a LFPC, porém nao ha como conseguir
A-B-C auséncia de perturbacao ao seu final.

Polindbmio - Obedecem totalmente a LFPC, e sim, é possivel se obter
A-B-C-D  polinbmios que nao demandem perturbacdo em suas
extremidades a partir da poténcia 4 se iniciando.

Polin6mios do Tipo A-B

Aqui, nos iremos procurar fungoes polinomiais que se prestem as curvas de elevacao
comecando com polindmios do tipo u(x) = Ax* + Bz’ e, considerando o polindmio
normalizado.

Aplicando as condigOes de contorno, citadas acima, teremos
f)=A+B=1
f'(1) =aA+bB =0 (7.1.1)

Facilitando o desenvolvimento, o sistema de equagoes lineares (7.1.1) acima pode ser
colocado em sua forma matricial.

ool 5= o) o1

Cuja solugao sera:

{g} -1 !—ba ﬂ ' {é} 713

Percebendo que b =a + 1, consequentemente b —a =1, vem:

=12 36 - "
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Desta forma, uma curva de elevacao do tipo Ax* + Bx’, quando normalizada, tera a forma:

f(z) = ba® — az® (7.0.5)

Polindmio 3-4

Pela equacao (7.1.5), desenvolvida acima, este polindbmio, em sua forma normalizada, pode
ser escrito como:

fz) = 42® — 32" (7.1.1.1)

Com as seguintes derivadas:

f'(e) = 1222 ~ o)
f"(z) = 12(2z — 327) (7.1.1.2)
f"(x) = 24(1 = 3z)
3
/. =
. £69 -
e N
e Deslocamento
Velocidade
— Aceleracdo
Aceleracdo Segunda

Figura 7.1.1.1 - Deslocamento, velocidade, aceleracao e
aceleragao segunda para o polinébmio 3-4.

Polinémio 3-4 em Elevacdo h e Angulo de elevacio 3

Como sempre, a fungao real pode ser obtida da fungao normalizada, pela multiplicagao
desta por h, juntamente com a divisao de seu argumento por 3. Aplicando-se isto a
equacao (7.1.1.1), obtemos o polindmio 3-4 real,com elevagao em h e angulo de elevacao

T ()]

Polindmio 4-5

Pela equacao (7.1.5), desenvolvida acima, este polindbmio, em sua forma normalizada, pode
ser escrito como:

f(x) = 5z* — 4a° (7.1.2.1)

Com as seguintes derivadas:
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) =200 2
f(x) = 20(32” — 4a?) (7.1.2.2)
" (z) = 120(x — 22?)

" e Deslocamento
) Velocidade
— celeragdo
Acelerag¢do Segunda

Figura 7.1.2.1 - Deslocamento, velocidade, aceleracao e
aceleracao sequnda para o polindmio 4-5.

Polindmio 4-5 em Elevacdo h e Angulo de elevacio 53

Como sempre, a funcao real pode ser obtida, da funcao normalizada, pela multiplicagao
desta por h juntamente com a divisao de seu argumento por (. Aplicando-se isto a
equacao (7.1.2.1), obtemos o polindbmio 3-4 real,com elevacao em h e angulo de elevacao

em 8.
fw)—h'5<%>4—4<%)1 (7.1.2.3)

Polindmios do Tipo A-B-C

Agora, vamos procurar curvas de elevagao em polinémios do tipo f(x) = Az*+ Ba’+ Cx¢,
como indicado anteriormente, vamos considerar este polindmio normalizado e aplicar as
condicOes de contorno indicadas, assim vamos obter

f)=A+B+C=1
f(1)=aA+bB+cC=0 (7.2.1)
(1) =ala—1)A+b(b—-1)B+clc—1)C =0

O sistema de equacgoes lineares (7.2.1) acima pode ser colocado em sua forma matricial.

1 1 1 A 1
a b P D 3 S (7.2.2)
ala—1) bb—1) c(c—1) C 0

Pela equacao acima é facil perceber que a solucao sera a primeira coluna da matriz
inversa, ou seja:
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( bC )
A C "’C)L gb —a) (7.2.3)
By=¢—--——>
C (a—0)(b—rc)
ab
\ (c —a)(c—10b))

Lembrando que b —a=1,c —b =1 e ¢c — a = 2, na equagao acima, vamos obter
finalmente:

bc
A 2
B} =< —ac (7.2.4)
C ab

2

Desta forma, uma curva de elevacao do tipo Ax* + Bx®+ Cx¢, quando normalizada, tera
a forma:

bc ab
flx) = 53:“ —acab + Exc (7.2.5)

Polindmio 3-4-5

Pela equacao (7.2.5),desenvolvida acima, este polindbmio, em sua forma normalizada, pode
ser escrito como:

f(z) =102 — 152* + 62° (7.2.1.1)
Com as seguintes derivadas:
f'(z) = 30(z* — 22° + %)
f"(x) = 60(z — 32 4 227 (7.2.1.2)
f"(x) = 60(1 — 62 + 627)

!

J'(x)

/ Sx)
/—
e Deslocamento
" Velocidade
SU&)

4 celeragdo
Aceleragdo Segunda

@)

Figura 7.2.1.1 - Deslocamento, velocidade, aceleracao e
aceleragao segunda para o polinémio 3-4-5.
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Polindmio 3-4-5 em Elevacdo h e Angulo de elevacio 3

Como sempre, a fungao real pode ser obtida da funcao normalizada, pela multiplicacao
desta por h juntamente com a divisao de seu argumento por (. Aplicando-se isto a
equacao (7.2.1.1), obtemos o polindmio 3-4 real,com elevacao em h e angulo de elevacao

em 3.
o =nfuo(8) =15(4) +o(5)] p213

Polindmio 4-5-6

Pela equacao (7.1.5), desenvolvida acima, este polindmio, em sua forma normalizada, pode
ser escrito como:

f(x) = 152" — 242° + 102° (7.2.2.1)
Com as sequintes derivadas:
f'(x) = 60(x* — 22" + 2°)
f(x) = 60(32® — 8z + 5a*) (7.2.2.2)
" (x) = 120(3x — 122 + 102%)

m———— Deslocamento
6 Velocidade
' m— A celeracdo
A — __f(x) Aceleragdo Segunda

N

Figura 7.2.2.1 - Deslocamento, velocidade, aceleragao e

e

")

aceleragao segunda para o polinémio 4-5-6.

Polinémio 4-5-6 em Elevacdo h e Angulo de elevacio 3

Como sempre, a fungao real pode ser obtida da fungao normalizada, pela multiplicagao
desta por h, juntamente com a divisao de seu argumento por 3. Aplicando-se isto a
equagao (7.2.2.1), obtemos o polindbmio 4-5-6 real, com elevacao em h e angulo de
elevacao em 3.
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f(@)=nh [15 (%)4 — 24 (%)5 + 10 (%)6] (7.2.2.3)

Polinémios do Tipo A-B-C-D

Seqguindo a ideia anterior, aqui vamos procurar curvas de elevacao em polinémios do tipo
f(x) = Axz*+ Bx’+ Cx¢+ Dx%.Vamos considerar este polindbmio normalizado e aplicar as
condicoes de contorno indicadas, assim vamos obter:

fl)=A+B+C+D=1

') =ala—1)A+bb—1)B+clc—1)C+d(d—1)D =0
(1) = ala—1)(a—2)A+bb—1)(b— 2)B + c(c — 1)(c — 2)C + d(d — 1)(d — 2)D = 0
O sistema de equacoes lineares (7.3.1) acima pode ser colocado em sua forma matricial.
1 1 1 1 A 1
a b ¢ d JBL_ )0l (732
ala —1) b(b—1) clc—1) d(d—1) c( )0
ala—1)(a—2) bb—1)(b—2) clc=1)(c—2) dd—1)(d—-2)| | D 0

Agora, notando que o determinante da matriz principal € constante e pode ser facilmente
determinado.

dettM)=(b—a)-(c—b)-(c—a)-(d—¢c)-(d—>b)-(d—a) =12 (7.3.3)
O valor 12, na equacao (7.3.3) € imediato, lembrandoque b —a=1,c—b=1,c—a =2,
d—c=1,d—-b=2,d—a=3.

Determinando os cofatores da primeira linha, temos:

b c d
¢y = det b(b-1) cle-1) d(d-1) =(c=b)-(d=c)-(d—b)-bed = 2bed
(L@U@2)40U@% ﬂdUM2J)

a c d
cmdet([ ala—1) (c-1) d(d-1) D =—(c-a)-(d-¢)-(d-a) acd = —6acd
ala-1)(a-2) clc-1)(c-2) d(d-1)(d-2)
a b d
¢35 = det afa—1) bb-1) d(d-1) =(b-a)-(d=0)-(d- a) abd = Gabd
ala—1)(a=2) bb-1)(b-2) d(d-1)(d-2)

(7.3.4)

a b c
¢4 = —det ([ afa—1) bb-1) c(c-1) D =—(b-a)-(c=b)-(c—a)-abe = —2abc
ala—=1)(a=2) bb-1)(b-2) c(c-1)(d-2)

Sendo entao a nossa matriz dos cofatores do tipo:
2bcd —6acd 6abd —2abc
735)
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Entao, a adjunta sera:

2bcd
—6acd
6abd
—2abc

(7.3.6)

Tendo-se a adjunta, obtemos a inversa, multiplicando o inverso do determinante da matriz
M pela adjunta, logo a inversa sera:

Obed - e e b%i

1 |—6acd -+ oo oo _%1

2| 6abd oo e | T odd oL (7.3.7)
C0abe e e e _a_éc

Pela equacao (7.3.2) e facil perceber que a solucao sera a primeira coluna da matriz
inversa, sendo assim, vamos ter:

bed
A %d
acd

B — ) 2 (7.3.8)
c(7) %
b
D) %

Desta forma, uma curva de elevagao, polinomial, do tipo Ax* + Bx*+ Cx¢, + Dx¢ quando
normalizada, tera a forma:

bed acd ,  abd abe (7.3.9)

Polindmio 3-4-5-6

Pela equacao (7.3.9), desenvolvida acima, este polindmio, em sua forma normalizada, pode
ser escrito como:

f(z) = 202° — 452" + 362° — 102° (7.3.1.1)
Com as sequintes derivadas:
f'(z) = 60(2* — 32> + 32 — 2°)
f"(z) = 60(2x — 92° + 122% — 5z*)

(7.3.1.2)
f"(z) = 120(1 — 9z + 182 — 102
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/ /lf(() N
—— — —
\ e Deslocamento
S Velocidade

@) — A celeragdo
Aceleragdo Segunda

Figura 7.3.1.1 - Deslocamento, velocidade, aceleracao e
aceleracao segunda para o polindmio 3-4-5-6.

Polindmio 3-4-5-6 em Elevacdo h e Angulo de elevacio 3

Como sempre, a fungao real pode ser obtida da fungao normalizada, pela multiplicagao
desta por h, juntamente com a divisao de seu argumento por 3. Aplicando-se isto a
equacgao (7.3.1.1), obtemos o polinémio 3-4-5-6 real, com elevacao em h e angulo de

elevacao em 3.
0\° 0\ 0\’ 0\°
— R - R - 7.3.1.3
f(0) h[20<5> 45(5) +36<5> 10(5)] ( )

Apesar de apresentar curvas excepcionais, no que diz respeito aos picos nas suas
derivadas, esta curva padece por ter perturbagao em seu inicio e isto nao se tem como se
evitar nem mesmo em composicoes, capitulo seguinte, pelo fato de a aceleracao segunda
se reflexionar na horizontal quando da obtencao da curva de retorno.

Vejamos o polindmio seguinte que também ira apresentar bons picos e nao apresenta
nenhum tipo de perturbacao em seus extremos.
Polin6mio 4-5-6-7

Pela equacao (7.3.9), desenvolvida acima, este polindmio, em sua forma normalizada, pode
ser escrito como:

f(x) = 352 — 842° + 7025 — 2027 (7.3.2.1)
Com as sequintes derivadas:
f(z) = 140(2® — 32* 4 32° — 29)
f"(x) = 420(2* — 42° + 5a* — 22°) (7.3.2.2)
" (x) = 840(x — 62% + 102> — 5z?)
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f')
/ - fx)
S e Deeslocamento
Velocidade
m— Aceleracdo
) Acelerag¢do Segunda

Figura 7.3.2.1 - Deslocamento, velocidade, aceleragao e
aceleracao segunda para o polinémio 4-5-6-7.

Polindmio 4-5-6-7 em Elevacdo h e Angulo de elevacio /3

Como sempre, a fungao real pode ser obtida da funcao normalizada, pela multiplicagao
desta por h, juntamente com a divisao de seu argumento por 3. Aplicando-se isto a
equacao (7.3.2.1), obtemos o polindmio 4-5-6-7 real, com elevacao em h e angulo de
elevacao em 3.

f0)=nh [35 (%)4 — 84 (%)5 + 70 (%)6 —20 (%)1 (7.3.2.3)

A exemplo da “dupla cicloide”, estudada neste capitulo, vemos que o polindmio 4-5-6-7
nao apresenta problemas de jerk e tao pouco de perturbagdo em seus extremos e, isto
veremos no capitulo posterior, em termos de comparagao, demanda uma performance
bem acima da “dupla cicloide” no que diz respeito aos picos de velocidade, aceleracao e
“aceleracdo segunda’, sendo, portanto uma das curvas preferenciais para utilizacao em
composicoes do tipo E-Rp-R-Rp.

Exemplo 3.7.1

Mostre que, para polindbmios do tipo A-B, o pico de aceleracao maxima ocorre em —ab
e, como consequéncia, valores da poténcia a maiores que 4 nao sao interessantes pois
nao acrescentam nada, uma vez que elevam a magnitude dos picos de aceleragao.

Solugao
1. Maxima acelera¢ao
Curvas polinomiais do tipo A-B tém, para deslocamento a expressao

f(x) = bx* — ax’
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Consequentemente
f(x) =ab(x*! — xt)
f(x) =ab((a—1)x*2 — (b—1)x"?)

Como, para polindmios do tipo A-B, 0 maximo da aceleracao, que € negativo, ocorre no
seu extremo, ao final da elevacao, teremos

(1) =ab((a—1) — (b—1)) = ab(a — b)
Lembrando que b —a =1,vem

f(1) =—ab(b—a)

f(1) =—ab (cqd)
2. Poténcias Maiores que 4
Vejamos:
Poténcia inicial =4 = (1) = -4 x 5=—-20
Poténcia inicial=5 = f"(1) =—-5x 6 =—-30
De certa forma vemos que

Poténcia inicial = a = f”(1) = —a x (a+1), e vemos que este valor crescera, em
magnitude, quando a crescer.

Portanto, a consequéncia imediata é que valores da poténcia inicial maiores que 4 nao
sao interessantes para compor curvas de elevagao do tipo A-B.

Exemplo 3.7.2

Dado o polindémio f(x) = Ax* + Bx® +Cx7, verifique quais valores de A, B e C' irao
permitir que este polindmio possa ser utilizado como curva de elevacao segundo a
LFPC. Verifique se traz alguma vantagem em relagao ao polindmio 4-5-6.

Solugdo

1. Determinacgao dos Coeficientes

Para velocidade e aceleracao, teremos
f(x) =4Ax? 4+ 5Bx* + 7Cx°
f(x) = 12A2? + 20Bx® + 42Cz?

Logo, para que a LFPC seja obedecida, devemos ter
f1)=A+B+C =1
f(1)=4A+5B+7C =0
f(1)=12A +20B +42C =0
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Este sistema, linear de equagoes simples, tem para solucao

A=35/3; B=—-14 e C=10/3
Ou seja

f(x) =% (35x* — 422° + 10x7)

fi(x)=70/3 (22* — 3x* + x°)

f(x) =140 (2 — 22° + x°)

2. Verificacao do valor Maximo da aceleragao

Para a aceleracao segunda, tem-se
f"(x) =140 (2 — 62* + 5x*)

Portanto, vamos encontrar o valor onde a aceleragao € maxima, fazendo
2—6x+52°=0

A solucao numerica deste sistema proporciona 3 raizes, s6 nos interessando a maior
delas, por sabermos ser onde a aceleracao maxima ocorre , Ou seja, vamos usar a raiz
que tem o valor 0,856. Assim

£7(0,856) = 140 ((0,856)? — 2(0,856)* + (0,856)°) = —8,697

Como pode ser verificado na tabela do capitulo seguinte, para o polindmio 4-5-6, este
valor é de -8,14, logo este polindbmio, 4-5-7, nao apresenta vantagem sobre o
polinémio tradicional 4.5.6.

Curvas com Funcgoes Escalonadas

Na busca de curvas de elevacao mais eficazes, podemos trabalhar com duas ou mais
funcoes em sequéncia, dentro de um unico dominio. Um caso particularmente
interessante consiste na busca de fungdes que obedecam a LFPC. Para isto partimos de
um trecho de fungao que seja continua, positiva e nula nos extremos do intervalo [0, ¥2],
esta funcao sera o nosso primeiro trecho da aceleracao. A figura 3.8.1 ilustra uma das
possiveis possibilidades na procura desta funcgao.

f”/\(x)

0 0.5 1I
Figura 8.1.1 - Trecho de aceleragao base para obtengao da curva.

Agora, nos iremos escalonar o segundo trecho de funcao a partir de duas reflexdes e um
deslocamento horizontal da funcao f”,(x), obtendo entdo a aceleragao completa no
intervalo [0, 1].
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f ”A(x)

f”B(x)

Figura 8.1.2 - Aceleragao completa no intervalo [0, 1].
Perceba que a funcao, escalonada, da aceleracao sera:

fralz) se 0<z<j (8.1.1)
f'e(x) se 3<az<l1

f'(x) =

Também ¢é perceptivel, pelo grafico da figura 8.1.2 que nao ha descontinuidade na
aceleracgao, consequentemente nao havendo pontos de jerk.

Tudo o que temos a fazer agora, € integrar duas vezes a funcao f”,(x), obtendo as partes
correspondentes da velocidade e do deslocamento, ou seja, as fungoes f’,(x) e f,(x) no
intervalo [0, 2], como mostrado na figura abaixo.

1\) /)

Sa)

° Figura 8.1.3 - Velocidade eo'geslocamento obtidos de f”,(x). 1

Agora, o trecho para escalonamento da funcao f*,(x), sera obtido a partir de uma reflexao
vertical, sequida de um deslocamento horizontal de uma unidade, ja para o trecho final,
fB(:I:) do deslocamento, teremos uma reflexao vertical sequida de um reflexao horizontal,
um deslocamento horizontal unitario e um deslocamento vertical de magnitude duas
vezes o valor f,(0,5), tudo isto pode ser expressado na equacao (8.1.2) abaixo.
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fe(r) =1~ fa(l—1x)
fp(r) = f4(1—2) (8.1.2)
fe(@) =—f"4(1—2)

E isto pode ser visto, de forma grafica na figura 8.1.4 abaixo.

S3)
VANG))

G S5
Ja()

f”B(x)

Figura 8.1.4 - Funcdes deslocamento, velocidade e aceleragao completas.

E as expressoes para deslocamento, velocidade e aceleragao, serao, na ordem:

Deslocamento.
fla) = fa(z) se 0<z<+
f(z) se $<z<1 (8.1.3)
Velocidade.
flal@) se 0<z<j
/x — 2
/) {f’B(:U) se % <r<l1 (8.1.4)
Aceleracao.
f"i(x) se 0<z<i
fi(z) = {f”A(x o l<og< i (8.1.5)
B 9 = >~

Exemplo 3.8.1

Determinar as curvas de deslocamento, esta normalizada, velocidade e aceleracao com
base na “meia funcao de aceleracao” dada por

f"(z) = o — 42°

Ap0s isto, monte, para todas as curvas, as funcoes reais com um angulo de elevacao 3
e altura h.
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Solugdo
1. Obtencao das curvas

Inicialmente, devemos verificar no dominio [0, %2], se a funcao atende aos requisitos
postos acima para este tipo de problema.

f0)=0 e f'(*o)=%—-4(%)*=Y%—-"%=0

Sendo a fungao continua e nula nos extremos, ela atende aos requisitos para uma
“semi aceleracao”, efetuando duas integracoes na equacao vamos obter

1
f'(w) = 5% —a
1 1
fz) = 2a® = =a?

O préximo passo sera o ajuste da fungao f,(x) para que esta tenha o valor %2 na sua
extremidade direita. Isto pode ser feito com uma Unica expansao vertical, para este
caso especifico, vamos achar
240 1 4 1 &
r)=—(z2"—=-x
fa(w) = = (za* = )

E claro que este valor, expansao da funcdo, tem que ser feito também nas equacdes de
velocidade e aceleragao, entao, ficamos com
240 1
! r) = — _xz . 1'4
fala) = == (Ga® =)
240
"a(x) = — (2 — 4z°)

Ou, de forma simplificada e mais cdmoda, temos as trés funcdes dadas por
8

fa(z) = §(5:1:3 — 6:E5)
fale) = (o — 20)
240

P a(a) = == (o — 42°)

Aplicando, agora, as equacoes de (8.1.2), podemos obter as fungdes f (x), f' () e
" (), que comporado o escalonamento com as funcgdes iniciais

o) =1~ 2(5(1 — )’ ~ 6(1 - 2)")
_ 120

o) = == ((1 = 2) = 21 = )"

Fa(e) = =22 (1~ ) — 4(1 — )"

E, finalmente a obtencao das funcdes completas.
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Deslocamento -
f(x){g(%sg_GxS) N
1-805(1—-2)*-6(1—-2)°) se 3<z<]l
Velocidade
f’(){li‘)(ﬁ?x‘*) se 0z<;
B((1-2?-21-2)) se i<a<l
Aceleracao
(o) = { 1A g T
~H((1-x)—41-2)") se j<a<l

Os graficos destas fungdes podem ser vistos, logo abaixo na figura (8.3.1), onde é
possivel se perceber, em uma rapida métrica as funcoes de velocidade e aceleracao,

que 0s picos sao bastante interessantes em comparacao com a tabela comparativa no
capitulo 4.

,— 6,60
@

JN)

f”B(x)

Figura 8.3.1 - Funcdes resultantes e picos de velocidade e aceleracao.

2.Funcoes em 3 e h.

Como ja sabemos, as transformagdes em funcdes com angulo de elevacao (3 e altura h.
se torna facil quando as funcdes originais estao normalizadas, bastando apenas
multiplicar a fungao por h e dividir os argumento por 3.

Deslocamento

F(O)=h-



32 CAPITULO 3
Velocidade

f(0)=nh- N 2 )4}

Aceleracao

Codificacao em Python

Neste ponto, o aluno deve buscar o cédigo em Phyton, para a constru¢ao das curvas de
elevagao e retorno a titulo de verificagcao dos problemas que se seguirao mais abaixo. Este
cddigo se encontra no link https://github.com/Mecanismos-UFPE especificamente na
pasta Python-Cames, nesta pasta, o aluno deve proceder ao download do arquivo
elevdiagram.py e, sobre a forma de utilizagao dos cdédigos em Python ou julia, indicados
neste livro, deve se referir ao apéndice |.

Apds entrar na sessao deste codigo, em algum interpretador Python, recomendamos o
“jupyter lab”, o0 aluno deve chamar pelas funcdes GetElev ou GetRet, dependendo se quer
plotar a curva de elevagao ou retorno, respectivamente, estas duas fungoes retornam um
valor que deve ser repassado a funcao PlotCurv que entao ira gerar o grafico da curva
solicitada.

Argumentos Repassados as Fungoes

As duas primeiras recebem os mesmos argumentos e devem ser chamadas no seguinte
formato

e = GetElev('Curva', h, B)
GetRet ("Curva', h, B)

r
Para o argumento Curva, podemos ter as seguintes opgoes

e 'harmonica’

e cicloide’

e 'duplaharmonica’

e 'duplacicloide’

e '3-4'0u'4-5'

e '3-4-5'0u '4-5-6'

e '3-4-5-6'o0u '4-5-6-7'
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Atente que as aspas sao obrigatdrias neste argumento.
Para os outros dois argumentos teremos valores numericos que serao

e h-Valor que representa a altura de elevagao
e [3-Angulo de elevacio, sempre em radianos

As funcao PlotCurv deve ser chamada em um dos seguintes formatos

PlotCurv (curv)
PlorCurv (curv, AcelTrue)

Os argumentos serao

e curv-Valor obtido na funcao GetElev ou GetRet

e AcelTrue - Argumento, nao obrigatorio, se presente, com valor
diferente de zero, nao plota o grafico da aceleracao segunda.

Entao, uma possivel forma de uso das fungoes, codigo Python, seria

from elevdiagram import

f = GetElev('duplacicloide’, 2, pi/2)

g = GetElev(‘duplahamonica’, 2, 2%pi/3)
PlotCurv (f, 1)

PlotCurv (g)

Como resultado as fungdes PlotCurv(f, 1) e PlotCurv(g) irao plotar os graficos mostrados
nas figuras 3.9.1 e 3.9.2, logo abaixo. Nestas figuras a cor azul representa o deslocamento,
a cor verde a velocidade, a cor vermelha a aceleragao e a cor amarela, que nao consta no

primeiro diagrama, representa a aceleracao segunda.

A primeira chamada a funcao PlotCurv, indica que o grafico da aceleracao segunda nao
deve ser plotado, como visto na figura 3.9.1 e isto € posto através do segundo argumento,
nao nulo colocado na chamada a esta fungao. Na segqunda chamada a esta funcao, o fato
de nao ser colocado o segundo argumento, indica que o grafico da aceleracao segunda

deve ser plotado, como mostrado na figura 3.9.2 em amarelo.

fitheta)

theta

Figura 3.9.1 - Grafico plotado pela fungao PlotCurv(f,1).
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B 8
6
4
T\
“do 05 10 _—T5_ 20
theta
-2
-4
Figura 3.9.2 - Grafico plotado pela funcao PlotCurv(g).
Problemas

Dentro do dominio fornecido, verifique a possibilidade das fungoes abaixo poderem
ser usadas como curva de elevagao obedecendo a LFPC e, caso positivo, para cada caso
normaliza-las.

1. f(z) = 2% — £ 23 no dominio [0, 2];

2. f(z) = 2® — 2% no dominio [0, 34];

3. f(z) = 12® — 12* + 225 no dominio [0, 2;

4. f(x) =3z —senz (4 — cosz) no dominio [0, 27];

Partindo-se da fungao sen x (1 — cos x), integre duas vezes e, ajustando as constantes
de integracao, de acordo com as condicoes de contorno impostas ao projeto de cames,
verifique, em que dominio, a funcao resultante pode servir para curva de elevacao, logo
apos, normalize a funcao resultante e verifique se ela obedece a LFPC. Faca esbocos
para os graficos de deslocamento, velocidade, aceleracao e aceleracao segunda.

Como feito no exemplo 3.7.1, verifique se polindmios do tipo A-B, com b = a + 2, tém
picos de aceleracao menores comparativamente ao polindmio A-B convencional.

Dada a funcao de elevacao f(x) =1 — cos x (2 — cos x), no intervalo [0, 7r], faga todas
as analises de perturbagdo e jerk em seus extremos, verifique os picos de aceleracao e
aceleracao segunda e determine se ela tem alguma semelhanca com alguma funcao
ja estudada.

Mostre que, para polindmios do tipo A-B-C convencionais, as expressoes para a
velocidade a aceleracao também podem ser obtidas por
abc
f'(w) = = (x = 1)

f(z) = %bc[a(l —22) + b? — 1]z ?
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Mostre também que o pico maximo da velocidade ocorre em
a—1
€T =
“ a+1
Que o pico maximo da aceleracao ocorre em

—1 i[2 2 1)}
T, = — |20 ala

E, finalmente, que o pico maximo da aceleragao sequnda ocorre em 1 e sera

1" (1) = abc

No polinémio f(x) = Ax* + Bx® + Cx” + Dx8, verifique quais valores dos coeficientes
A, B,C e D, podem tornar o polinbmio uma curva de elevacao que obedeca a LFPC.

A partir da funcao f”(xz) = 3z* — 8z* + 4z, no intervalo [0, Y], obtenha as funcdes
escalonadas para o deslocamento, velocidade e aceleragao normalizados e verifique
se ha perturbacao. Faca esbocos para os graficos de deslocamento, velocidade e
aceleracao, mostrando os picos.

Dada a funcao f(x) = 5 — 4cos x — cos 2z, normalize-a e verifique se ha perturbagao
ou jerk nos extremos. Faca esbogos para os graficos de deslocamento, velocidade,
aceleragao e aceleragao segunda.

Para uma funcao f(6) de elevacao qualquer, cujo angulo de elevacao é 3, mostre que
a funcao de retorno g(@), decorrente dela, apos deslocada horizontalmente para a
direita de um valor 3,, pode ser obtida pela expressao abaixo.

9(0) = f(Br+ B2 —0)
Faca um esbogo, mostrando as duas funcdes em um unico grafico.

Para a curva de elevacgao, escalonada, mostrada no grafico da figura 3.9.1 abaixo, a
primeira funcao tem a forma f,(x) = 1 — cos x, no intervalo [0, 7r/2], a segunda
funcao, f,(x), € um segmento de reta no intervalo [7r/2, 7], e a terceira funcao f(x),
decorre de operagdes na fun¢ao f,(x) e esta no intervalo [, 37/2].

Selx)

Sex)

Sax)

|
|
|
|
|
;
n

o

0 T 3n

2
Figura 3.9.1 - elevacao escalonada em trés funcoes.

Determine a expressao para esta curva de elevagao, como também as suas derivadas
e esboce graficos para velocidade e aceleracao. Para concluir, verifique os picos na
velocidade e na aceleracao.
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